
Think Stats: Xác su t th ng kê dành cho ấ ố
ng i l pườ ậ     trình

N u bi t l p trình, b n đã có kĩ năng chuy n đ iế ế ậ ạ ể ổ
d  li u thành ki n th c b ng cách dùng các côngữ ệ ế ứ ằ
c  xác su t và th ng kê. Cu n sách h ng d nụ ấ ố ố ướ ẫ
này ch  cho b n cách th c hi n tính toán phânỉ ạ ự ệ
tích th ng kê trên máy tính, thay vì dùng côngố
th c toán h c, v i nh ng ch ng trình vi t b ngứ ọ ớ ữ ươ ế ằ
Python.

B n s  làm vi c v i m t nghiên c u c  th  xuyênạ ẽ ệ ớ ộ ứ ụ ể
su t cu n sách, nh m giúp b n n m đ c toàn bố ố ằ ạ ắ ượ ộ
quá trình phân tích d  li u—t  thu th p d  li uữ ệ ừ ậ ữ ệ
và phát  sinh các đ c  tr ng th ng kê đ n nh nặ ư ố ế ậ
di n các d ng m u và ki m đ nh gi  thi t. Đ ngệ ạ ẫ ể ị ả ế ồ
th i, b n cũng làm quen v i các d ng phân b ,ờ ạ ớ ạ ố
đ nh lu t xác su t, cách hi n th , cùng nhi u côngị ậ ấ ể ị ề
c  và khái ni m khác.ụ ệ

L i đ  t a c a tác giờ ề ự ủ ả

Tôi vi t cu n sách này cho l p h c mà tôi d y t iế ố ớ ọ ạ ạ
Olin College. M c đích c a l p h c là d y choụ ủ ớ ọ ạ
sinh viên  bi t  cách  dùng công c  th ng kê đế ụ ố ể
khám phá các b  s  li u th c s  và tr  l i nh ngộ ố ệ ự ự ả ờ ữ
câu  h i  thú  v .  Trang  web  c a  l p  h c  là:ỏ ị ủ ớ ọ
sites.google.com/site/thinkstats2011a — trong đó
bao g m bài gi ng, bài t p trên l p, bài v  nhà,ồ ả ậ ớ ề
v.v.

Các  ví  d  trong  sách  đ c  vi t  b ng  Python,ụ ượ ế ằ
nh ng là m t ph n nh  c a ngôn ng  l p trìnhư ộ ầ ỏ ủ ữ ậ
này.  N u  b n  đã  đ c  h t  14  ch ng  đ u  tiênế ạ ọ ế ươ ầ
trong cu n  ố Think Python, b n có th  s n sàngạ ể ẵ
ti p thu n i dung sách.ế ộ

Tác gi , Allen Downey là giáo s  ngành Khoaả ư
h c máy  tính  t i  Olin  College  of  Engineering.ọ ạ
Ông  đã  d y  khoa  h c  máy  tính  t i  Wellesleyạ ọ ạ
College,  Colby College và U.C. Berkeley.  Ông
nh n  b ng  ti n  sĩ  khoa  h c  máy  tính  t  U.C.ậ ằ ế ọ ừ
Berkeley và b ng th c sĩ t  MIT.ằ ạ ừ
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L i nói đ uờ ầ

Lí do thôi thúc tôi vi t quy n sách nàyế ể

Think Stats: Xác su t th ng kê dành cho ng i l p trìnhấ ố ườ ậ  là m t cu n giáo trình nh p môn theo ki u ộ ố ậ ể
m i dành cho khóa h c xác su t th ng kê. Cu n sách nh n m nh cách dùng th ng kê đ  kh o sát ớ ọ ấ ố ố ấ ạ ố ể ả
nh ng t p d  li u l n. Cách ti p c n là dùng máy tính, v n có m t s  u đi m:ữ ậ ữ ệ ớ ế ậ ố ộ ố ư ể

• Các b n sinh viên vi t ch ng trình nh  m t cách xây d ng và th  nghi m ki n th c. Ch ngạ ế ươ ư ộ ự ử ệ ế ứ ẳ

h n, b n vi t các hàm đ  tính phép kh p bình ph ng nh  nh t, tính ph n d , và các h  s  ạ ạ ế ể ớ ươ ỏ ấ ầ ư ệ ố
c a đ nh th c. Vi c vi t và th  nghi m mã l nh đòi h i b n hi u đ c nh ng khái ni m và ủ ị ứ ệ ế ử ệ ệ ỏ ạ ể ượ ữ ệ
ng m s a đ c nh ng hi u nh m v  môn h c. ầ ử ượ ữ ể ầ ề ọ

• Các b n ch y nh ng ch ng trình đ  th  nghi m các bi u hi n th ng kê. Ch ng h n, có th  ạ ạ ữ ươ ể ử ệ ể ệ ố ẳ ạ ể

khám phá Đ nh lý gi i h n trung tâm (Central Limit Theorem, CLT) b ng cách phát sinh cácị ớ ạ ằ
m u t  m t s  d ng phân b  khác nhau. Khi th y đ c r ng t ng c a các giá tr  tuân theo ẫ ừ ộ ố ạ ố ấ ượ ằ ổ ủ ị
phân b  Pareto không h i t  v  phân b  chu n, b n s  nh  l i v  nh ng gi  thi t c  s  c a ố ộ ụ ề ố ẩ ạ ẽ ớ ạ ề ữ ả ế ơ ở ủ
CLT. 

• M t s  ý t ng r t khó n m b t v  m t toán h c l i r t d  hi u qua mô ph ng. Ch ng h n, taộ ố ưở ấ ắ ắ ề ặ ọ ạ ấ ễ ể ỏ ẳ ạ

x p x  các giá tr  p b ng cách ch y mô ph ng Monte Carlo; cách này s  c ng c  ý nghĩa c a ấ ỉ ị ằ ạ ỏ ẽ ủ ố ủ
giá tr  p. ị

• Vi c dùng nh ng d ng phân b  r i r c và ch ng trình máy tính có th  minh h a cho các ệ ữ ạ ố ờ ạ ươ ể ọ

ch  đ  nh  c tính Bayes, v n th ng không đ c đ a vào các l p nh p môn. Ch ng h n, ủ ề ư ướ ố ườ ượ ư ớ ậ ẳ ạ
m t bài t p yêu c u b n tính phân b  h u nghi m c a “bài toán xe tăng Đ c”, v n r t khó ộ ậ ầ ạ ố ậ ệ ủ ứ ố ấ
tính toán b ng cách gi i tích nh ng s  d  khi dùng máy tính. ằ ả ư ẽ ễ

• Vì đ c dùng m t ngôn ng  l p trình da d ng (Python), b n s  có th  nh p d  li u t  h u ượ ộ ữ ậ ụ ạ ẽ ể ậ ữ ệ ừ ầ

nh  b t kì ngu n nào. Không có s  bó h p trong nh ng d  li u đ c làm s ch và đ nh d ng ư ấ ồ ự ẹ ữ ữ ệ ượ ạ ị ạ
riêng cho m t công c  ph n m m th ng kê nào đó. ộ ụ ầ ề ố

Cu n sách này thích h p cho cách dùng v i bài t p l n. Trong l p tôi, sinh viên ph i hoàn thành ố ợ ớ ậ ớ ớ ả
m t bài t p l n trong m t h c kì, trong đó yêu c u h  đ t ra m t câu h i th ng kê, tìm m t t p s  ộ ậ ớ ộ ọ ầ ọ ặ ộ ỏ ố ộ ậ ố
li u ph c v  cho nh n đ nh đó, r i áp d ng t ng kĩ thu t m i h c đ c vào cho chính d  li u h  đã ệ ụ ụ ậ ị ồ ụ ừ ậ ớ ọ ượ ữ ệ ọ
ch n.ọ

Đ  gi i thi u v  ki u phân tích mà tôi mu n sinh viên làm theo, cu n sách này gi i thi u m t ể ớ ệ ề ể ố ố ớ ệ ộ
nghiên c u c  th  xuyên su t các ch ng. Nó dùng s  li u t  hai ngu n:ứ ụ ể ố ươ ố ệ ừ ồ

• The National Survey of Family Growth (NSFG) [Ch ng trình đi u tra c a Hoa Kỳ v  tăng ươ ề ủ ề

tr ng gia đình], do U.S. Centers for Disease Control and Prevention (CDC) [các Trung tâmưở
phòng ch ng ki m soát d ch b nh] ti n hành đ  thu th p “thông tin v  cu c s ng gia đình, ố ể ị ệ ế ể ậ ề ộ ố
k t hôn và li d , thai nghén, vô sinh, s  d ng bi n pháp tránh thai, và s c kh e nam n .” ế ị ử ụ ệ ứ ỏ ữ

(Xem http://cdc.gov/nchs/nsfg.htm.) 

• The Behavioral Risk Factor Surveillance System (BRFSS) [H  th ng theo dõi nhân t  r i ro ệ ố ố ủ

v  bi u hi n], do National Center for Chronic Disease Prevention and Health Promotion ề ể ệ
[Trung tâm c a Hoa Kỳ v  Phòng b nh mãn tính và phát tri n s c kh e] đ  “theo dõi tình ủ ề ệ ể ứ ỏ ể
tr ng s c kh e và các bi u hi n r i ro trên lãnh th  Hoa Kỳ.” (Xem ạ ứ ỏ ể ệ ủ ổ

http://cdc.gov/BRFSS/.) 

http://cdc.gov/BRFSS/
http://cdc.gov/nchs/nsfg.htm


Các ví d  khác đã dùng s  li u t  IRS, U.S. Census, và Boston Marathon.ụ ố ệ ừ

Tôi đã vi t cu n sách này th  nàoế ố ế

Khi m t tác gi  vi t cu n sách m i, h  th ng b t đ u b ng vi c đ c m t ch ng sách cũ. Vì v y, ộ ả ế ố ớ ọ ườ ắ ầ ằ ệ ọ ộ ồ ậ
ph n l n nh ng cu n sách m i đ u có ch a cùng n i dung theo th  t  g n nh  gi ng các cu n sách ầ ớ ữ ố ớ ề ứ ộ ứ ự ầ ư ố ố
tr c đó. Th ng có nh ng c m t , nh ng l i sai lan truy n t  quy n cũ sang quy n m i. Stephen ướ ườ ữ ụ ừ ữ ỗ ề ừ ể ể ớ

Jay Gould đã vi t m t bài lu n v i t a đ  “The Case of the Creeping Fox Terrierế ộ ậ ớ ự ề 1 Clone” có đ  c p ề ậ
đ n ví d  ki u này.ế ụ ể

Tôi thì không làm nh  v y. Th t ra, khi vi t sách này tôi g n nh  không dùng tài li u in n nào, v i ư ậ ậ ế ầ ư ệ ấ ớ
m t s  lí do:ộ ố

• M c đích c a tôi là khám phá m t h ng ti p c n m i trong t p sách này, vì v y tôi không ụ ủ ộ ướ ế ậ ớ ậ ậ

mu n đ  c p nhi u đ n nh ng cách ti p c n đã có. ố ề ậ ề ế ữ ế ậ
• Vì tôi phát hành cu n sách này theo m t gi y phép t  do nên cũng mu n đ m b o r ng khô ố ộ ấ ự ố ả ả ằ

có ch  nào trong sách b  nh h ng b i nh ng ràng bu c v  b n quy n. ỗ ị ả ưở ở ữ ộ ề ả ề
• Nhi u đ c gi  c a tôi không có đi u ki n tham kh o sách in trong th  vi n, vì v y tôi c  ề ộ ả ủ ề ệ ả ư ệ ậ ố

g ng đ a các tài li u b  tr  trong sách lên Internet đ  b n truy c p mi n phí. ắ ư ệ ổ ợ ể ạ ậ ễ
• Nh ng ng i ng h  cho ki u sách truy n th ng thì cho r ng ch  dùng nh ng tài li u đi n t  ữ ườ ủ ộ ể ề ố ằ ỉ ữ ệ ệ ử

là s  l i bi ng và thi u tin c y. H  có th  nói đúng v  đ u, nh  v  sau thì tôi nghĩ h  đã sai,ự ườ ế ế ậ ọ ể ế ầ ư ế ọ
vì v y tôi mu n ki m nghi m gi  thuy t c a mình. ậ ố ể ệ ả ế ủ

Tài li u tôi tham kh o nhi u nh t là Wikipedia, “ông ba b ” đ i v i m i th  vi n. Nói chung, các bàiệ ả ề ấ ị ố ớ ọ ư ệ
báo tôi đ c v  nh ng ch  đ  th ng kê đ u r t t t (dù tôi đã đ ng th i s a ch a m t s  ch ). Tôi ghi ọ ề ữ ủ ề ố ề ấ ố ồ ờ ử ữ ộ ố ỗ
chú su t quy n sách nh ng tham kh o đ n các trang Wikipedia, và khuyên b n nên theo các đ ng ố ể ữ ả ế ạ ườ
link đó đ  tìm hi u thêm; nhi u khi trang Wikipedia nói ti p vào đúng nh ng ch  tôi t m ng ng l i. ể ể ề ế ữ ỗ ạ ừ ạ
Nh ng thu t ng  và kí hi u dùng trong sách này nói chung đ u th ng nh t v i Wikipedia, tr  khi tôiữ ậ ữ ệ ề ố ấ ớ ừ
có m t lý do th a đáng đ  vi t khác.ộ ỏ ể ế

Nh ng ngu n tham kh o khác mà tôi th y có ích g m Wolfram MathWorld và (dĩ nhiên là) Google. ữ ồ ả ấ ồ
Tôi cũng dùng hai cu n sách khác, ố Information Theory, Inference, and Learning Algorithms c a ủ
David McKay, quy n sách khi n tôi đam mê th ng kê Bayes, và ể ế ố Numerical Recipes in C c a Press ủ
và nnk. Nh ng c  hai quy n đ u xem đ c trên m ng mi n phí, vì v y tôi cũng không quá x u h .ư ả ể ề ượ ạ ễ ậ ấ ổ

Allen B. Downey
Needham MA

Danh sách đ c gi  góp ý s a ch aộ ả ử ữ

N u b n có góp ý s a ch a cu n sách, hãy g i th  đi n t  đ n {downey@allendowney.com}. N u ế ạ ử ữ ố ử ư ệ ử ế ế
tôi th c hi n thay đ i theo trong th  c a b n, tôi s  đi n tên b n vào danh sách d i đây (tr  khi ự ệ ổ ư ủ ạ ẽ ề ạ ướ ừ
b n t  ch i). N u b n ghi c  m t ph n đo n câu ch a l i thì s  ti n h n nhi u đ  tôi tìm ra câu l i ạ ừ ố ế ạ ả ộ ầ ạ ứ ỗ ẽ ệ ơ ề ể ỗ
đó. N u ghi trang sách và s  đ  m c thì cũng đ c nh ng không ti n b ng. Cám n b n!ế ố ề ụ ượ ư ệ ằ ơ ạ

• Lisa Downey và June Downey đ c b n nháp và có nhi u góp ý, s a ch a. ọ ả ề ử ữ

• Steven Zhang tìm th y m t vài l i. ấ ộ ỗ

https://quangchien.wordpress.com/2012/03/19/think-stats-xac-su%E1%BA%A5t-th%E1%BB%91ng-ke-danh-cho-ng%C6%B0%E1%BB%9Di-l%E1%BA%ADp-trinh/#fn1


• Andy Pethan và Molly Farison giúp vi c g  l i cho m t s  l i gi i, và Molly phát hi n ra ệ ỡ ỗ ộ ố ờ ả ệ

m t s  l i đánh máy. ộ ố ỗ
• Andrew Heine phát hi n m t l i trong hàm sai s  c a tôi. ệ ộ ỗ ố ủ

• Dr. Nikolas Akerblom bi t r ng loài Hyracotherium to c  nào. ế ằ ỡ

• Alex Morrow làm rõ m t đo n ví d  mã l nh. ộ ạ ụ ệ

• Jonathan Street tìm th y m t l i vào ngay phút cu i cùng. ấ ộ ỗ ố

• Gábor Lipták tìm th y m t l i đánh máy trong cu n sách và l i gi i cho bài toán ch y ti p ấ ộ ỗ ố ờ ả ạ ế

s c. ứ
• Cám n Kevin Smith và Tim Arnold r t nhi u vì đã phát tri n plasTeX; tôi dùng công c  nàyơ ấ ề ể ụ

đ  chuy n cu n sách sang d ng DocBook. ể ể ố ạ
• George Caplan g i m t s  g i ý v  cách vi t đ  rõ ý h n. ử ộ ố ợ ề ế ể ơ

• Julian Ceipek đã phát hi n đ c m t l i. ệ ượ ộ ỗ

• Stijn Debrouwere, Leo Marihart III, Jonathan Hammler, và Kent Johnson phát hi n ra các l iệ ỗ

trong b n in đ u tiên. ả ầ

1. M t loài chó to b ng n a con thú Hyracotherium (xem ộ ằ ử

http://wikipedia.org/wiki/Hyracotherium). ↩ 

https://quangchien.wordpress.com/2012/03/19/think-stats-xac-su%E1%BA%A5t-th%E1%BB%91ng-ke-danh-cho-ng%C6%B0%E1%BB%9Di-l%E1%BA%ADp-trinh/#fnref1
http://wikipedia.org/wiki/Hyracotherium


Ch ng 1: T  duy th ng kê c n cho ng i ươ ư ố ầ ườ
l pậ     trình

D ch t  cu n ị ừ ố Think Stats: Probability and Statistics for Programmers c a Allen B. ủ
Downey, NXB Green Tea Press. Sách đi n t  đ c phát hành mi n phí theo gi y phép: ệ ử ượ ễ ấ
Creative Commons Attribution-NonCommercial 3.0 Unported License. Trong quá trình 
phân ph i b n nên ghi rõ ngu n g c cu n sách.ố ạ ồ ố ố

Cu n sách này bàn v  vi c chuy n đ i s  li u thành ki n th c. S  li u thì r , chí ít là so v i ki n ố ề ệ ể ổ ố ệ ế ứ ố ệ ẻ ớ ế
th c, v n là th  r t khó ki m đ c.ứ ố ứ ấ ế ượ

Tôi s  trình bày ba m ng ki n th c liên quan đ n nhau:ẽ ả ế ứ ế

Xác su t ấ
là môn h c v  các s  ki n ng u nhiên. H u h t chúng ta ai cũng có hi u bi t tr c quan v  xác ọ ề ự ệ ẫ ầ ế ể ế ự ề
su t  m t m c đ  nào đó, vì v y mà th ng nói “d ng nh ” mà ch ng c n ai d y, nh ng ta ấ ở ộ ứ ộ ậ ườ ườ ư ẳ ầ ạ ư
s  nghiên c u v  cách l ng hóa nh ng kh ng đ nh đó b ng nh ng con s .ẽ ứ ề ượ ữ ẳ ị ằ ữ ố

Th ng kê ố
là lĩnh v c trong đó dùng các m u s  li u đ  h  tr  cho nh n đ nh v  qu n th . Đa ph n các ự ẫ ố ệ ể ỗ ợ ậ ị ề ầ ể ầ
phân tích th ng kê đ u d a vào xác su t, đó là lý do t i sao hai m ng ki n th c này th ng ố ề ự ấ ạ ả ế ứ ườ
đ c trình bày cùng nhau.ượ

Tính toán 
là công c  thích h p đ  phân tích đ nh l ng, và máy tính th ng đ c dùng đ  x  lý bài toánụ ợ ể ị ượ ườ ượ ể ử
th ng kê. Ngoài ra, các thí nghi m tính toán cũng giúp ích cho vi c tìm hi u các khái ni m ố ệ ệ ể ệ
trong xác su t và th ng kê.ấ ố

Ph ng châm c a cu n sách này là n u b n đã bi t l p trình, b n có th  dùng kĩ năng đó đ  t  giúp ươ ủ ố ế ạ ế ậ ạ ể ể ự
mình hi u đ c xác su t và th ng kê. Các ch  đ  này th ng đ c trình bày t  góc nhìn toán h c, ể ượ ấ ố ủ ề ườ ượ ừ ọ
và có th  phù h p v i nh ng ng i nh t đ nh. Nh ng m t s  ý t ng quan tr ng trong lĩnh v c này ể ợ ớ ữ ườ ấ ị ư ộ ố ưở ọ ự
r t khó hi u theo cách toán h c và l i t ng đ i d  ti p c n b ng cách dùng máy tính.ấ ể ọ ạ ươ ố ễ ế ậ ằ

Ph n còn l i c a ch ng này trình bày m t nghiên c u c  th  đ c kh i ngu n t  câu h i mà tôi ầ ạ ủ ươ ộ ứ ụ ể ượ ở ồ ừ ỏ
nghe đ c khi v  ch ng chúng tôi đón ch  cháu đ u lòng: li u bé đ u có xu h ng ra ch m hay ượ ợ ồ ờ ầ ệ ầ ướ ậ
không?

Li u tr  đ u lòng có ra đ i ch m hay không?ệ ẻ ầ ờ ậ

N u b n tra Google câu h i này, b n s  tìm th y nhi u cu c th o lu n khác nhau. Có ng i cho r ngế ạ ỏ ạ ẽ ấ ề ộ ả ậ ườ ằ
đúng, ng i khác cho r ng đó ch  là t ng t ng, và có ng i cho r ng ph i ng c l i: bé đ u lòng ườ ằ ỉ ưở ượ ườ ằ ả ượ ạ ầ
s  ra s m.ẽ ớ

Trong nhi u cu c th o lu n nói trên, có ng i đ a ra con s  đ  h  tr  cho kh ng đ nh c a mình. Tôiề ộ ả ậ ườ ư ố ể ỗ ợ ẳ ị ủ
đã th y nhi u ví d  ki u nh :ấ ề ụ ể ư

“Hai ng i b n tôi g n đây v a sinh cháu đ u, ườ ạ ầ ừ ầ c  haiả  đ u sinh cháu ch m 2 tu n tr c ề ậ ầ ướ
khi dùng bi n pháp ép sinh.”ệ

https://quangchien.wordpress.com/2012/01/01/ch1-thinkstats/
https://quangchien.wordpress.com/2012/01/01/ch1-thinkstats/
http://greenteapress.com/thinkstats/


“Cháu đ u lòng c a tôi ra đ i ch m 2 tu n và bây gi  đ a th  hai s  ra đ i s m 2 ầ ủ ờ ậ ầ ờ ứ ứ ẽ ờ ớ
tu n!!”ầ

“Tôi không nghĩ r ng đi u đó đúng vì ch  c a tôi là c , và đ c ra đ i s m, và các anh ằ ề ị ủ ả ượ ờ ớ
ch  em h  c a tôi cũng v y.”ị ọ ủ ậ

Nh ng thông báo ki u này đ c g i là ữ ể ượ ọ d n ch ng ch  quanẫ ứ ủ  vì chúng d a trên s  li u ch a đ c ự ố ệ ư ượ
công b  và th ng mang tính cá nhân. Khi nói chuy n thông th ng, ch ng có gì sai khi k  chuy n ố ườ ệ ườ ẳ ể ệ
cá nhân nh  v y, nên tôi cũng không h  có ý trách nh ng ng i nêu ý ki n nói trên. Nh ng ta có thư ậ ề ữ ườ ế ư ể
mu n các b ng ch ng có s c thuy t ph c cao h n và câu tr  l i đáng tin c y h n. Khi xét theo các ố ằ ứ ứ ế ụ ơ ả ờ ậ ơ
thiêu chu n đó, d n ch ng cá nhân th ng không đ t, vì:ẩ ẫ ứ ườ ạ

S  l n quan sát ít: ố ầ
N u th i gian thai nghén đ i v i tr  đ u lòng là lâu h n, thì m c đ  khá bi t có l  v n nh  so ế ờ ố ớ ẻ ầ ơ ứ ộ ệ ẽ ẫ ỏ
v i quy lu t t  nhiên vì th i gian này luôn bi n đ ng. Trong tr ng h p này, có th  ta ph i so ớ ậ ự ờ ế ộ ườ ợ ể ả
sánh nhi u tr ng h p thai nghén đ  ch c ch n r ng có s  khác bi t.ề ườ ợ ể ắ ắ ằ ự ệ

S  thiên l ch trong l a ch n: ự ệ ự ọ
Ng i tham gia vào cu c tranh lu n này có th  quan tâm đ n câu h i ch  vì con đ u lòng c a ườ ộ ậ ể ế ỏ ỉ ầ ủ
h  ra đ i mu n. Trong tr ng h p này quá trình ch n l a s  li u s  làm thiên l ch k t qu .ọ ờ ộ ườ ợ ọ ự ố ệ ẽ ệ ế ả

S  thiên l ch khi kh ng đ nh: ự ệ ẳ ị
Ng i tin vào l i kh ng đ nh có nhi u kh  năng đóng góp nh ng ví d  minh ch ng cho đi u ườ ờ ẳ ị ề ả ữ ụ ứ ề
đó. Nh ng ng i nghi ng  v  l i kh ng đ nh có nhi u kh  năng d n ra nh ng ph n ví d .ữ ườ ờ ề ờ ẳ ị ề ả ẫ ữ ả ụ

S  không chính xác: ự
Các kinh nghi m th ng g n v i chuy n cá nhân, và th ng b  nh  nh m, truy n đ t nh m, ệ ườ ắ ớ ệ ườ ị ớ ầ ề ạ ầ
thu t l i không chính xác, v.v.ậ ạ

V y b ng cách nào đ  ta làm t t h n?ậ ằ ể ố ơ

Cách ti p c n th ng kêế ậ ố

Đ  nh n đ nh nh ng h n ch  c a kinh nghi m, chúng ta s  dùng các công c  th ng kê, bao g m:ể ậ ị ữ ạ ế ủ ệ ẽ ụ ố ồ

Thu th p s  li u: ậ ố ệ
Ta s  dùng s  li u t  m t cu c đi u tra l n mang t m c  qu c gia, đ c thi t k  rõ ràng nh m ẽ ố ệ ừ ộ ộ ề ớ ầ ỡ ố ượ ế ế ằ
m c tiêu đ a ra nh ng suy lu n đúng đ n theo th ng kê, v  dân s  Hoa Kỳ.ụ ư ữ ậ ắ ố ề ố

Th ng kê mô t : ố ả
Chúng ta s  tính ra các đ c tr ng th ng kê đ  có th  tóm g n đ c s  li u, và đánh giá nh ng ẽ ặ ư ố ể ể ọ ượ ố ệ ữ
cách khác nhau đ  hi n th  s  li u.ể ể ị ố ệ

Phân tích kh o sát s  li u: ả ố ệ
Ta s  tìm ki m nh ng d ng m u, s  khác bi t, và nh ng đ c đi m khác đ  gi i đáp câu h i ẽ ế ữ ạ ẫ ự ệ ữ ặ ể ể ả ỏ
c n quan tâm. Đ ng th i ta cũng ki m tra s  không th ng nh t và phát hi n ra nh ng h n ch .ầ ồ ờ ể ự ố ấ ệ ữ ạ ế

Ki m đ nh gi  thi t: ể ị ả ế
Khi chúng ta th y hi u ng rõ r t, nh  m t s  khác bi t gi a hai nhóm, ta s  đánh giá xem s  ấ ệ ứ ệ ư ộ ự ệ ữ ẽ ự
khác bi t đó là th c s , hay là ch  tình c  di n ra.ệ ự ự ỉ ờ ễ

c tính: Ướ



Chúng ta s  dùng d  li u t  m t m u đ  c tính các đ c tr ng c a qu n th .ẽ ữ ệ ừ ộ ẫ ể ướ ặ ư ủ ầ ể

B ng cách th c hi n nh ng b c này c n th n đ  tránh nh ng l i d  m c, ta có th  đi đ n nh ng k tằ ự ệ ữ ướ ẩ ậ ể ữ ỗ ễ ắ ể ế ữ ế
lu n h p lý h n và có nhi u kh  năng s  đúng.ậ ợ ơ ề ả ẽ

Cu c đi u tra qu c gia Hoa Kỳ v  phát tri n gia đìnhộ ề ố ề ể

T  năm 1973, Trung tâm Ki m soát và phòng ch ng d ch b nh c a Hoa Kỳ (U.S. Centers for ừ ể ố ị ệ ủ
Disease Control and Prevention, CDC) đã ti n hành đ t đi u tra trên quy mô qu c gia v  s  phát ế ợ ề ố ề ự
tri n gia đình (National Survey of Family Growth, NSFG), v n nh m m c đích thu th p “thông tin ể ố ằ ụ ậ
v  cu c s ng gia đình, k t hôn và li d , thai nghén, vô sinh, s  d ng bi n pháp tránh thai, và s c ề ộ ố ế ị ử ụ ệ ứ
kh e nam n . K t qu  c a cu c đi u tra đ c dùng […] đ  ho ch đ nh nh ng d ch v  chăm sóc s c ỏ ữ ế ả ủ ộ ề ượ ể ạ ị ữ ị ụ ứ
kh e và ch ng trình giáo d c s c kh e, và đ  ti n hành nghiên c u th ng kê v  gia đình, s c kh e ỏ ươ ụ ứ ỏ ể ế ứ ố ề ứ ỏ

và kh  năng sinh s n.” ả ả 1 Chúng ta s  dùng s  li u thu th p t  đ t đi u tra này đ  xem có ph i là bé ẽ ố ệ ậ ừ ợ ề ể ả
đ u lòng th ng hay ra đ i mu n không, và c  nh ng câu h i khác. Đ  t n d ng đ c s  li u này, ầ ườ ờ ộ ả ữ ỏ ể ậ ụ ượ ố ệ
chúng ta ph i hi u đ c cách th c ti n hành cu c đi u tra này.ả ể ượ ứ ế ộ ề

NSFG là công trình nghiên c u ứ c t ngangắ , t c là nó ch  ghi nh n tình hình c a h  th ng t i m t ứ ỉ ậ ủ ệ ố ạ ộ
th i đi m nh t đ nh. Hình th c nghiên c u th ng g p khác là nghiên c u ờ ể ấ ị ứ ứ ườ ặ ứ d cọ , trong đó quan sát hệ
th ng l p l i nhi u l n trong su t m t kho ng th i gian. Đ t đi u tra NSFG đã đ c ti n hành 7 l n;ố ặ ạ ề ầ ố ộ ả ờ ợ ề ượ ế ầ
m i l n tri n khai đ c g i là m t ỗ ầ ể ượ ọ ộ cycle (chu trình). Ta s  dùng d  li u t  Cycle 6, v i th i gian ti nẽ ữ ệ ừ ớ ờ ế
hành t  tháng 1/2002 đ n 3/2003. M c tiêu c a đ t đi u tra là rút ra k t lu n v  m t ừ ế ụ ủ ợ ề ế ậ ề ộ t ng thổ ể; đ i ố
v i NSFG t ng th  là c  dân M  có đ  tu i t  15 đ n 44. Nh ng ng i tham gia vào cu c đi u tra ớ ổ ể ư ỹ ộ ổ ừ ế ữ ườ ộ ề
đ c g i là ượ ọ respondents; m t nhóm các respondent đ c g i là ộ ượ ọ cohort. Nhìn chung, các nghiên 
c u c t ngang nh m m c đích ứ ắ ằ ụ đ i bi uạ ể , t c là m i thành viên trong t ng th  c n nghiên c u đ u có ứ ỗ ổ ể ầ ứ ề
c  h i tham gia nh  nhau. Dĩ nhiên là đi u lý t ng đó r t khó x y ra trên th c t , song nh ng ơ ộ ư ề ưở ấ ả ự ế ữ
ng i ti n hành đi u tra c  g ng th c hi n đi u này  m c t t nh t có th . NSFG không có tính đ i ườ ế ề ố ắ ự ệ ề ở ứ ố ấ ể ạ
bi u; nó đ c c  ý ể ượ ố l p m uặ ẫ . Các nhà thi t k  cho đ t nghiên c u này đã tuy n ba nhóm ng i—ế ế ợ ứ ể ườ
Hispanics, M -Phi và thi u niên—v i t n s  cao h n m c đ i bi u c a h  trong dân s  Hoa Kỳ. Lý ỹ ế ớ ầ ố ơ ứ ạ ể ủ ọ ố
do cho vi c tuy n l p m u này là c n đ m b o đ c s  ng i đ c đi u tra trong m i nhóm ph i đệ ể ặ ẫ ầ ả ả ượ ố ườ ượ ề ỗ ả ủ
l n đ  rút ra suy lu n th ng kê đúng. Dĩ nhiên, nh c đi m c a l p m u là không d  đ  rút ra k t ớ ể ậ ố ượ ể ủ ặ ẫ ễ ể ế
lu n v  t ng th  d a trên con s  th ng kê t  cu c đi u tra. Ta s  tr  l i v n đ  này sau.ậ ề ổ ể ự ố ố ừ ộ ề ẽ ở ạ ấ ề

M c dù NSFG đã đ c ti n hành 7 l n nh ng nó không ph i là m t nghiên c u d c. ặ ượ ế ầ ư ả ộ ứ ọ
Hãy đ c các trang Wikipedia ọ http://wikipedia.org/wiki/Cross-
sectional_study và 
http://wikipedia.org/wiki/Longitudinal_study đ  ch c r ng b n t  ể ắ ằ ạ ự
hi u lý do.ể

Trong bài t p này, b n s  t i s  li u v  t  NSFG; chúng ta s  dùng s  li u này xuyên ậ ạ ẽ ả ố ệ ề ừ ẽ ố ệ
su t cu n sách.ố ố

1. Đ n trang ế http://thinkstats.com/nsfg.html. Hãy đ c các đi u ọ ề
kho n quy đ nh vi c s  d ng s  li u này và kích chu t vào đ ng link “I accept ả ị ệ ử ụ ố ệ ộ ườ
these terms” (coi nh  là b n cam k t th c hi n đi u kho n). ư ạ ế ự ệ ề ả

2. T i v  các file có tên là ả ề 2002FemResp.dat.gz và 
2002FemPreg.dat.gz. File đ u có ch a nh ng câu tr  l i, trong đó m i ầ ứ ữ ả ờ ỗ

http://thinkstats.com/nsfg.html
http://wikipedia.org/wiki/Longitudinal_study
http://wikipedia.org/wiki/Cross-sectional_study
http://wikipedia.org/wiki/Cross-sectional_study
https://quangchien.wordpress.com/2012/01/01/ch1-thinkstats/#fn1


dòng là 1 câu tr  l i c a t ng ph  n  trong s  t ng c ng 7643 ng i.  file th  ả ờ ủ ừ ụ ữ ố ổ ộ ườ Ở ứ
hai, m i dòng ng v i m t tr ng h p mang thai mà ng i tham gia báo cáo. ỗ ứ ớ ộ ườ ợ ườ

3. Tài li u tr c tuy n v  đ t đi u tra đ c đ t  ệ ự ế ề ợ ề ượ ặ ở
http://nsfg.icpsr.umich.edu/cocoon/WebDocs/NSFG/public
/index.htm. Hãy xem các m c  thanh bên trái đ  hình dung đ c có nh ng ụ ở ể ượ ữ
s  li u gì. B n cũng có th  đ c b ng câu h i t i ố ệ ạ ể ọ ả ỏ ạ
http://cdc.gov/nchs/data/nsfg/nsfg_2002_questionnaires
.htm. 

4. Trang web cho cu n sách này cung c p mã l nh đ  x  lý các file s  li u t  ố ấ ệ ể ử ố ệ ừ
NSFG. Hãy t i v  ả ề http://thinkstats.com/survey.py và ch y nó ạ
trong cùng th  m c v i các file s  li u. Nó s  đ c các file s  li u và in ra s  ư ụ ớ ố ệ ẽ ọ ố ệ ố
dòng trong m i file: ỗ

Number of respondents 7643
Number of pregnancies 13593

5. Hãy xem qua mã l nh đ  hình dung ra công d ng c a nó. M c ti p theo s  gi i ệ ể ụ ủ ụ ế ẽ ả
thích cách ho t đ ng c a mã l nh này. ạ ộ ủ ệ

B ng và b n ghiả ả

Nhà th –tri t gia Steve Martin có l n đã nói [t m d ch]:ơ ế ầ ạ ị

“Oeuf” nghĩa là tr ng, “chapeau” nghĩa là mũ. D ng nh  ti ng Pháp luôn có m t t  ứ ườ ư ế ộ ừ
dành cho m i v t.ỗ ậ

Cũng nh  ti ng Pháp, ng i l p trình c  s  d  li u nói m t ngôn ng  h i khác, và vì chúng ta s  ư ế ườ ậ ơ ở ữ ệ ộ ữ ơ ẽ
làm vi c v i c  s  d  li u, ta c n ph i h c m t s  t  v ng liên quan. M i dòng trong file ghi ý ki n ệ ớ ơ ở ữ ệ ầ ả ọ ộ ố ừ ự ỗ ế
có ch a thông tin v  m t ý ki n. Thông tin này đ c g i l i ứ ề ộ ế ượ ọ ờ b n ghiả . Các bi n t o nên m t b n ghi ế ạ ộ ả

đ c g i là ượ ọ tr ngườ . M t t p h p các b n ghi đ c g i là ộ ậ ợ ả ượ ọ b ngả . N u đ c ế ọ survey.py b n th y l i ạ ấ ờ

đ nh nghĩa l p cho ị ớ Record, v n là m t đ i t ng th  hi n m t b n ghi, và ố ộ ố ượ ể ệ ộ ả Table, v n bi u di n ố ể ễ

cho m t b ng.ộ ả

Có hai l p con c a ớ ủ Record—Respondent và Pregnancy—v n ch a các b n ghi t  các b ng ố ứ ả ừ ả

ý ki n và các ca mang thai. T m th i lúc này, các l p này đ u r ng; nói riêng, không có ph ng ế ạ ờ ớ ề ỗ ươ
th c kh i t o nào đ  gán giá tr  ban đ u cho các thu c tính c a chúng. Thay vào đó ta s  dùng ứ ở ạ ể ị ầ ộ ủ ẽ

Table.MakeRecord đ  chuy n đ i m t dòng ch  thành m t đ i t ng ể ể ổ ộ ữ ộ ố ượ Record. Cũng có hai 

l p con c a ớ ủ Table: Respondents và Pregnancies. Ph ng th c kh i t o trong m i l p ch  ươ ứ ở ạ ỗ ớ ỉ

rõ tên m c đ nh c a file d  li u và ki u b n ghi c n t o ra. M i đ i t ng ặ ị ủ ữ ệ ể ả ầ ạ ỗ ố ượ Table có m t thu c tính ộ ộ

tên là records, v n là m t danh sách ch a các đ i t ng ố ộ ứ ố ượ Record.

V i m i ớ ỗ Table, ph ng th c ươ ứ GetFields tr  l i m t danh sách các b  đ  ch  đ nh các tr ng t  ả ạ ộ ộ ể ỉ ị ườ ừ

b n ghi mà s  đ c l u vào các thu c tính trong m i đ i t ng ả ẽ ượ ư ộ ỗ ố ượ Record. (N u c n, b n có th  đ c ế ầ ạ ể ọ

l i câu tr c.)ạ ướ

Ch ng h n, sau đây là ẳ ạ Pregnancies.GetFields:

    def GetFields(self):
        return [
            ('caseid', 1, 12, int),
            ('prglength', 275, 276, int),

http://thinkstats.com/survey.py
http://cdc.gov/nchs/data/nsfg/nsfg_2002_questionnaires.htm
http://cdc.gov/nchs/data/nsfg/nsfg_2002_questionnaires.htm
http://nsfg.icpsr.umich.edu/cocoon/WebDocs/NSFG/public/index.htm
http://nsfg.icpsr.umich.edu/cocoon/WebDocs/NSFG/public/index.htm


            ('outcome', 277, 277, int),
            ('birthord', 278, 279, int),
            ('finalwgt', 423, 440, float),
            ]

B  th  nh t cho th y r ng tr ng ộ ứ ấ ấ ằ ườ caseid n m  các c t t  1 đ n 12 và nó là m t s  nguyên. M i ằ ở ộ ừ ế ộ ố ỗ

b  có ch a các thông tin sau đây:ộ ứ

tr ng: ườ
Tên c a thu c tính mà tr ng s  đ c l u vào. Th ng thì tôi s  l y chính tên g i trong quy ủ ộ ườ ẽ ượ ư ườ ẽ ấ ọ
đ nh (codebook) c a NSFG, r i chuy n sang toàn b  ch  th ng.ị ủ ồ ể ộ ữ ườ

đi m đ u: ể ầ
Ch  s  c a c t b t đ u tr ng này. Ch ng h n, đi m đ u c a ỉ ố ủ ộ ắ ầ ườ ẳ ạ ể ầ ủ caseid là 1. B n có th  tra các ạ ể
ch  s  này trong NSFG codebook t i ỉ ố ạ
http://nsfg.icpsr.umich.edu/cocoon/WebDocs/NSFG/public/index.ht
m.

đi m cu i: ể ố
Ch  s  c a c t cu i trong tr ng; ch ng h n, đi m cu i c a ỉ ố ủ ộ ố ườ ẳ ạ ể ố ủ caseid là 12. Khái v i quy đ nh ớ ị
trong Python, ch  s  cu i này { cũng tính vào} kho ng.ỉ ố ố ả

hàm chuy n đ i: ể ổ
M t hàm nh n vào m t chu i và chuy n nó sang ki u thích h p. B n có th  dùng các hàm l p ộ ậ ộ ỗ ể ể ợ ạ ể ậ
s n, nh  ẵ ư int và float, ho c các hàm b n t  đ nh nghĩa. N u vi c chuy n đ i th t b i, thu cặ ạ ự ị ế ệ ể ổ ấ ạ ộ
tính s  nh n đ c giá tr  là chu i ẽ ậ ượ ị ỗ 'NA'. N u b n không mu n chuy n đ i tr ng nào, hãy ế ạ ố ể ổ ườ
cung c p m t hàm b t bi n ho c dùng ấ ộ ấ ế ặ str.

V i các b n ghi nh ng ca mang thai, chúng ta k t xu t các bi n sau:ớ ả ữ ế ấ ế

caseid 
là s  nguyên th  t  c a ý ki n.ố ứ ự ủ ế

prglength 
là s  nguyên ch  quãng th i gian mang thai tính theo tu n.ố ỉ ờ ầ

outcome 
là m t mã s  nguyên ch  k t qu  c a thai nghén. S  1 đ  ch  vi c sinh n  thành công.ộ ố ỉ ế ả ủ ố ể ỉ ệ ở

birthord 
là s  nguyên ch  th  t  c a đ a tr  sinh ra trong tr ng h p còn s ng; ch ng h n khi sinh con ố ỉ ứ ự ủ ứ ẻ ườ ợ ố ẳ ạ
đ u lòng thì mã s  b ng 1. N u tr ng h p ca đ  không thành công, thì tr ng này s  đ c bầ ố ằ ế ườ ợ ẻ ườ ẽ ượ ỏ
tr ng.ố

finalwgt 
là tr ng s  th ng kê ng v i m i ý ki n. Nó là giá tr  s  ch m đ ng đ  ch  s  ng i trong dân ọ ố ố ứ ớ ỗ ế ị ố ấ ộ ể ỉ ố ườ
s  n c M  mà ý ki n này đ i di n cho. Các thành viên c a nh ng nhóm đ c l y m u l p l iố ướ ỹ ế ạ ệ ủ ữ ượ ấ ẫ ặ ạ
thì có tr ng s  th p h n.ọ ố ấ ơ

N u đ c kĩ file ghi chép, b n s  th y r ng ph n nhi u các bi n này đ u là ế ọ ạ ẽ ấ ằ ầ ề ế ề s  li u suy di nố ệ ễ , nghĩa là 
chúng không ph i các s  li u g c mà đ c tính ra t  s  li u g c. Ch ng h n, v i các ca đ  thành ả ố ệ ố ượ ừ ố ệ ố ẳ ạ ớ ẻ

công thì prglength b ng bi n g c ằ ế ố wksgest (s  tu n thai nghén) n u có s  li u; còn n u không ố ầ ế ố ệ ế

http://nsfg.icpsr.umich.edu/cocoon/WebDocs/NSFG/public/index.htm
http://nsfg.icpsr.umich.edu/cocoon/WebDocs/NSFG/public/index.htm


nó s  đ c tính theo công th c ẽ ượ ứ mosgest * 4.33 (s  tháng thai nghén nhân v i s  tu n có trong ố ớ ố ầ

m t tháng).ộ

Các s  li u suy di n th ng d a trên logic đ  ki m tra s  th ng nh t và đ  chính xác c a s  li u. ố ệ ễ ườ ự ể ể ự ố ấ ộ ủ ố ệ
Nói chung, dùng s  li u suy di n là t t tr  phi có m t lý do thuy t ph c đ  b n t  x  lý s  li u g c.ố ệ ễ ố ừ ộ ế ụ ể ạ ự ử ố ệ ố

B n có th  cũng nh n th y đ c r ng ạ ể ậ ấ ượ ằ Pregnancies có m t ph ng th c mang tên ộ ươ ứ Recode đ  ể

th c hi n ki m tra thêm và suy di n s  li u.ự ệ ể ễ ố ệ

Trong bài t p này, b n s  vi t m t ch ng trình đ  khám phá s  li u trong b ng ậ ạ ẽ ế ộ ươ ể ố ệ ả
Pregnancies.

1. Trong cùng th  m c mà b n l u ư ụ ạ ư survey.py cùng v i các file d  li u, hãy t o ớ ữ ệ ạ
ra m t file tên là ộ first.py và gõ vào, ho c dán đo n mã sau vào: ặ ạ

import survey
table = survey.Pregnancies()
table.ReadRecords()
print 'Number of pregnancies', len(table.records)

K t qu  c n thu đ c là 13593 tr ng h p mang thai.ế ả ầ ượ ườ ợ

2. Hãy vi t m t vòng l p đ  l p qua ế ộ ặ ể ặ table và đ m s  ca đ  thành công. Hãy tìm ế ố ẻ
tài li u ghi v  ệ ề outcome và ki m tra đ  ch c r ng k t qu  thu đ c th ng nh t ể ể ắ ằ ế ả ượ ố ấ
v i ph n tóm t t trong tài li u này. ớ ầ ắ ệ

3. Hãy ch nh l i vòng l p đ  chia nh ng b n ghi có ca đ  thành công thành hai ỉ ạ ặ ể ữ ả ẻ
nhóm, m t là cho bé đ u lòng và m t cho các tr ng h p còn l i. M t l n n a, ộ ầ ộ ườ ợ ạ ộ ầ ữ
hãy đ c tài li u ghi v  ọ ệ ề birthord đ  xem li u ràng k t qu  tính đ c có th ng ể ệ ế ả ượ ố
nh t không. ấ

M i khi làm vi c v i m t t p s  li u m i, vi c ki m tra nh  th  này s  giúp ích ỗ ệ ớ ộ ậ ố ệ ớ ệ ể ư ế ẽ
tìm ra các l i và s  không th ng nh t có trong s  li u, phát hi n ra các l i trong ỗ ự ố ấ ố ệ ệ ỗ
ch ng trình v a vi t, và ki m tra xem b n có hi u đ c cách mã hóa các tr ngươ ừ ế ể ạ ể ượ ườ
hay không.

4. Hãy tính đ  dài th i kì mang thai trung bình (theo tu n) đ i v i các bé đ u lòng ộ ờ ầ ố ớ ầ
và tr ng h p khác. Có s  khác bi t gì gi a hai nhóm này không? Khác bi t có ườ ợ ự ệ ữ ệ
l n không? ớ

B n có th  t i v  l i gi i cho bài t p này t   ạ ể ả ề ờ ả ậ ừ
http://thinkstats.com/first.py.

M c ý nghĩaứ

 bài t p tr c, b n đã so sánh th i kì mang thai bé đ u lòng v i các tr ng h p khác; n u gi i Ở ậ ướ ạ ờ ầ ớ ườ ợ ế ả
đúng, b n s  th y r ng tính trung bình, bé đ u lòng s  chào đ i mu n h n kho ng 13 gi . M t s  ạ ẽ ấ ằ ầ ẽ ờ ộ ơ ả ờ ộ ự
khác bi t nh  v y đ c g i là ệ ư ậ ượ ọ hi u ng bi u ki nệ ứ ể ế ; nghĩa là, có th  đi u gì đó đang di n ra, nh ng ể ề ễ ư
b n không bi t ch c. V n có m t vài câu h i mà b n mu n nêu ra:ạ ế ắ ẫ ộ ỏ ạ ố

• N u hai nhóm có s  trung bình khác nhau, nh ng ế ố ữ đ c tr ng th ng kêặ ư ố  khác nh  trung v  và ư ị

ph ng sai thì sao? Chúng ta có th  nói m t cách chính xác h n xem hai nhóm khác nhau ươ ể ộ ơ
đ n m c nào không? ế ứ

http://thinkstats.com/first.py


• Li u có th  là s  khác bi t ta v a th y đã x y ra tình c , ngay c  khi n u các nhóm đ c so ệ ể ự ệ ừ ấ ả ờ ả ế ượ

sánh th c ra là gi ng nhau? N u v y, ta có th  k t lu n r ng hi u ng đó không có ự ố ế ậ ể ế ậ ằ ệ ứ ý nghĩa 
v  m t th ng kêề ặ ố . 

• Li u có th  hi u ng bi u ki n kia là do l a ch n thiên l ch hay m t sai sót gì trong khâu ệ ể ệ ứ ể ế ự ọ ệ ộ

thi t l p th  nghi m? N u v y thì ta có th  k t lu n r ng hi u ng này là m t ế ậ ử ệ ế ậ ể ế ậ ằ ệ ứ ộ d  bi tị ệ ; nghĩa 
là đi u đ c tình c  t o ra ch  không ph i do b n phát hi n ra. ề ượ ờ ạ ứ ả ạ ệ

Trong ph n còn l i c a cu n sách này ta s  t p trung gi i đáp các câu h i trên.ầ ạ ủ ố ẽ ậ ả ỏ

Cách h c th ng kê t t nh t là th c hi n m t d  án nghiên c u v  v n đ  b n quan tâm. ọ ố ố ấ ự ệ ộ ự ứ ề ấ ề ạ
Li u có m t câu h i nh , “Bé đ u lòng có chào đ i mu n không,” mà b n c n tìm hi u ệ ộ ỏ ư ầ ờ ộ ạ ầ ể
không?

Hãy nghĩ v  nh ng câu h i mà b n thân b n th y thú v , ho c nh ng v n đ  thu c v  tri ề ữ ỏ ả ạ ấ ị ặ ữ ấ ề ộ ề
th c ph  quát, các ch  đ  gây tranh cãi, hay nh ng câu h i có quan đi m chính tr , r i ứ ổ ủ ề ữ ỏ ể ị ồ
xem li u b n có th  l p nên m t câu h i thích h p cho vi c đi u tra th ng kê không.ệ ạ ể ậ ộ ỏ ợ ệ ề ố

Hãy tìm d  li u đ  giúp b n tr  l i câu h i. Chính ph  th ng cung c p ngu n d  li u ữ ệ ể ạ ả ờ ỏ ủ ườ ấ ồ ữ ệ
t t vì s  li u t  nghiên c u c ng đ ng th ng có th  truy c p đ c mi n phí.ố ố ệ ừ ứ ộ ồ ườ ể ậ ượ ễ 2

M t cách tìm khác đ  tìm thông tin là Wolfram Alpha, v n là m t t p h p thông tin đã ộ ể ố ộ ậ ợ
qua x  lý, có ch t l ng cao t i ử ấ ượ ạ http://wolframalpha.com. K t qu  t  Wolfram ế ả ừ
Alpha ch u các h n ch  b n quy n; có th  b n ph i xem các đi u kho n tr c khi ti n ị ạ ế ả ề ể ạ ả ề ả ướ ế
hành khai thác t  ngu n này.ừ ồ

Google và các máy tìm ki m khác cũng có th  giúp b n tìm s  li u, nh ng có th  khó ế ể ạ ố ệ ư ể
đánh giá h n v  ch t l ng c a các tài nguyên trên m ng.ơ ề ấ ượ ủ ạ

N u có v  nh  ai đó đã tr  l i câu h i b n đ t ra, hãy xem kĩ r ng câu tr  l i đã th a ế ẻ ư ả ờ ỏ ạ ặ ằ ả ờ ỏ
đáng ch a. Có th  do s  li u ho c cách tính b  l i mà k t lu n đã đ a ra v n ch a đáng ư ể ố ệ ặ ị ỗ ế ậ ư ẫ ư
tin c y. V i tr ng h p nh  th , b n có th  tính cách khác cho cùng s  li u đó, ho c tìmậ ớ ườ ợ ư ế ạ ể ố ệ ặ
ki m m t ngu n s  li u t t h n.ế ộ ồ ố ệ ố ơ

N u đã tìm th y m t bài báo đ c công b  đã gi i đáp câu h i đ t ra, b n có th  l y ế ấ ộ ượ ố ả ỏ ặ ạ ể ấ
đ c s  li u g c. Nhi u tác gi  đ a d  li u công khai lên web, nh ng v i các s  li u có ượ ố ệ ố ề ả ư ữ ệ ư ớ ố ệ
tính nh y c m b n ph i liên l c v i tác gi , cung c p các thông tin v  vi c b n đ nh ạ ả ạ ả ạ ớ ả ấ ề ệ ạ ị
dùng s  li u th  nào, ho c đ ng ý nh ng đi u kho n s  d ng nh t đ nh. Hãy kiên trì!ố ệ ế ặ ồ ữ ề ả ử ụ ấ ị

Thu t ngậ ữ

ch ng c  kinh nghi m: ứ ứ ệ
Ch ng c , th ng thu c v  cá nhân, đ c thu th p t  phát thay vì theo m t k  ho ch đ c ứ ứ ườ ộ ề ượ ậ ự ộ ế ạ ượ
thi t k  c n th n.ế ế ẩ ậ

t ng th : ổ ể
Nhóm đ c quan tâm nghiên c u, th ng là m t nhóm ng i, nh ng thu t ng  cũng dùng ượ ứ ườ ộ ườ ư ậ ữ
đ c v i đ ng v t, th c v t và khoáng ch tượ ớ ộ ậ ự ậ ấ 3.

nghiên c u c t ngang: ứ ắ
Nghiên c u trong đó thu th p s  li u v  m t t ng th  t i m t th i đi m c  th .ứ ậ ố ệ ề ộ ổ ể ạ ộ ờ ể ụ ể

https://quangchien.wordpress.com/2012/01/01/ch1-thinkstats/#fn3
http://wolframalpha.com/
https://quangchien.wordpress.com/2012/01/01/ch1-thinkstats/#fn2


nghiên c u d c: ứ ọ
Nghiên c u dõi theo m t t ng th  qua th i gian, thu th p s  li u v  t ng th  nhi u l n.ứ ộ ổ ể ờ ậ ố ệ ề ổ ể ề ầ

ng i tham gia: ườ
Ng i tr  l i câu h i đi u tra.ườ ả ờ ỏ ề

nhóm: 
M t nhóm ng i tham gia.ộ ườ

m u: ẫ
T p h p con c a t ng th  đ c dùng đ  thu th p s  li u.ậ ợ ủ ổ ể ượ ể ậ ố ệ

đ i bi u: ạ ể
M t m u có tính đ i bi u n u m i thành viên c a t ng th  đ u có cùng kh  năng có  trong ộ ẫ ạ ể ế ỗ ủ ổ ể ề ả ở
m u.ẫ

l y m u l p: ấ ẫ ặ
Kĩ thu t làm tăng tính đ i bi u cho m t t p con c a t ng th  nh m tránh l i gây ra do kích ậ ạ ể ộ ậ ủ ổ ể ằ ỗ
th c m u nh .ướ ẫ ỏ

b n ghi: ả
Trong m t c  s  d  li u, t p h p thông tin v  m t cá th  đ c nghiên c u.ộ ơ ở ữ ệ ậ ợ ề ộ ể ượ ứ

tr ng: ườ
Trong m t c  s  d  li u, m t trong s  các bi n có tên c u thành b n ghi.ộ ơ ở ữ ệ ộ ố ế ấ ả

b ng: ả
Trong m t c  s  d  li u, t p h p các b n ghi.ộ ơ ở ữ ệ ậ ợ ả

d  li u g c: ữ ệ ố
Các giá tr  đ c thu th p và ghi l i mà không đ c ho c ít đ c ki m tra, tính toán hay di n ị ượ ậ ạ ượ ặ ượ ể ễ
gi i.ả

d  li u suy di n: ữ ệ ễ
Giá tr  đ c phát sinh b i tính toán ho c dùng phép logic đ i v i d  li u g c.ị ượ ở ặ ố ớ ữ ệ ố

đ c tr ng th ng kê: ặ ư ố
K t qu  c a phép tính toán nh m rút g n m t t p s  li u thành m t con s  (hay ít ra là m t t pế ả ủ ằ ọ ộ ậ ố ệ ộ ố ộ ậ
s  nh  h n) mà v n th  hi n đ c tính ch t đ c tr ng nào đó c a s  li u.ố ỏ ơ ẫ ể ệ ượ ấ ặ ư ủ ố ệ

hi u ng bi u ki n: ệ ứ ể ế
K t qu  đo ho c đ c tr ng th ng kê mà g i th y đi u đáng quan tâm.ế ả ặ ặ ư ố ợ ấ ề

có ý nghĩa th ng kê: ố
Hi u ng bi u ki n đ c g i là có ý nghĩa th ng kê n u nó có v  nh  không xu t hi n tình c .ệ ứ ể ế ượ ọ ố ế ẻ ư ấ ệ ờ

d  bi t: ị ệ
Hi u ng bi u ki n đ c hình thành do thiên l ch, l i đo đ c, hay m t d ng l i nào khác.ệ ứ ể ế ượ ệ ỗ ạ ộ ạ ỗ

1. Xem http://cdc.gov/nchs/nsfg.htm. ↩ 

https://quangchien.wordpress.com/2012/01/01/ch1-thinkstats/#fnref1
http://cdc.gov/nchs/nsfg.htm


2. Khi tôi vi t đ n đây cũng là ngày có phiên tòa  Anh x  đ  đi đ n quy t đ nh áp d ng Đ o ế ế ở ử ể ế ế ị ụ ạ
lu t T  do Thông tin cho s  li u nghiên c u khoa h c. ậ ự ố ệ ứ ọ ↩ 

3. “Animal, Vegetable, Mineral”. Xem c m t  này  ụ ừ ở

http://wikipedia.org/wiki/Twenty_Questions#Popular_variants. ↩ 

https://quangchien.wordpress.com/2012/01/01/ch1-thinkstats/#fnref3
http://wikipedia.org/wiki/Twenty_Questions#Popular_variants
https://quangchien.wordpress.com/2012/01/01/ch1-thinkstats/#fnref2


Ch ng 2: Th ng kê môươ ố     tả
Tr  v  ở ề M c l cụ ụ  cu n sáchố

Tr  trung bình và kỳ v ngị ọ

 ch ng tr c, tôi đã đ  c p đ n ba đ c tr ng th ng kê—tr  trung bình, ph ng sai và trung v —Ở ươ ướ ề ậ ế ặ ư ố ị ươ ị
mà không gi i thích ý nghĩa c a chúng. Vì v y, tr c khi đi ti p, ta s  làm rõ đi u này. N u b n có ả ủ ậ ướ ế ẽ ề ế ạ

m t m u g m ộ ẫ ồ n giá tr , ị xi, thì giá tr  trung bình, μ, là t ng c a các giá tr  trên chia cho s  các giá tr ; ị ổ ủ ị ố ị

nói cách khác

μ = (1 /       n)∑i xi

Các t  “tr  trung bình” và “average” đôi khi có th  dùng thay th  đ c cho nhau, nh ng tôi v n ừ ị ể ế ượ ư ẫ
mu n phân bi t:ố ệ

• “Tr  trung bình” c a m t m u là đ c tr ng th ng kê đ c tính theo công th c trên. ị ủ ộ ẫ ặ ư ố ượ ứ

• “average” là m t trong nhi u đ c tr ng th ng kê mà b n có th  ch n đ  mô t  giá tr  đi n ộ ề ặ ư ố ạ ể ọ ể ả ị ể

hình hay xu h ng trung tâmướ  trong m t m u. ộ ẫ

Đôi khi tr  trung bình là m t cách mô t  t t m t t p h p các giá tr . Ch ng h n, các qu  táo nói ị ộ ả ố ộ ậ ợ ị ẳ ạ ả
chung đ u có kích th c g n b ng nhau (ít ra là táo bày bán  siêu th ). Vì v y n u tôi mua 6 qu  ề ướ ầ ằ ở ị ậ ế ả
táo và kh i l ng t ng c ng là 3 pound thì cũng có lý khi nói r ng m i qu  táo n ng c  n a pound. ố ượ ổ ộ ằ ỗ ả ặ ỡ ử
Nh ng bí đ  thì đa d ng h n. Ch ng h n  v n nhà, tôi tr ng bí và m t ngày kia thua ho ch đ c ư ỏ ạ ơ ẳ ạ ở ườ ồ ộ ạ ượ
3 qu  bí đ  bày, m i qu  n ng 1 pound và hai qu  bí pie, m i qu  n ng 3 pound, và m t qu  bí ả ể ỗ ả ặ ả ỗ ả ặ ộ ả
Atlantic Giant n ng đ n 591 pound. Tr  trung bình c a m u này là 100 pound, nh ng n u tôi nói ặ ế ị ủ ẫ ư ế
“Qu  bí trung bình  v n nhà tôi n ng 100 pound,” thì s  là sai, ho c chí ít s  gây ng  nh n. Trongả ở ườ ặ ẽ ặ ẽ ộ ậ
tr ng h p này, không có trung bình nào có ý nghĩa vì không có qu  bí đi n hình nào có kh i l ngườ ợ ả ể ố ượ
nh  v y.ư ậ

Ph ng saiươ

N u không có m t con s  nào đ c tr ng đ c cho kh i l ng qu  bí thì t t h n là chúng ta dùng haiế ộ ố ặ ư ượ ố ượ ả ố ơ
con s : tr  trung bình và ố ị ph ng saiươ .

Cũng nh  vi c tr  trung bình đ c dùng vào m c đích mô t  khuynh h ng trung tâm, ph ng sai ư ệ ị ượ ụ ả ướ ươ
đ c dùng đ  mô t  đ  ượ ể ả ộ phân tán. Ph ng sai c a m t t p h p giá tr  thì b ngươ ủ ộ ậ ợ ị ằ

σ2 = (1 /       n)∑i (xi - μ)    2

S  h ng ố ạ xi – μ đ c g i là “đ  l ch so v i trung bình,” vì v y ph ng sai là giá tr  trung bình c a ượ ọ ộ ệ ớ ậ ươ ị ủ

bình ph ng đ  l ch, đó là lí do t i sao nó đ c kí hi u là σươ ộ ệ ạ ượ ệ 2. Căn b c hai c a ph ng sai, σ, đ c ậ ủ ươ ượ
g i là ọ đ  l ch chu nộ ệ ẩ . B n thân ph ng sai thì r t khó đ c di n gi i. M t v n đ  là đ n v  c a nó ả ươ ấ ượ ễ ả ộ ấ ề ơ ị ủ
r t kì l . Trong tr ng h p này, đ i l ng đ c đo tính theo pound, do đó ph ng sai đ c tính theoấ ạ ườ ợ ạ ượ ượ ươ ượ
pound bình ph ng. Đ  l ch chu n thì có ý nghĩa h n, trong tr ng h p này đ n v  c a nó là ươ ộ ệ ẩ ơ ườ ợ ơ ị ủ
pound.

Đ  làm các bài t p trong ch ng này, b n c n t i v  ể ậ ươ ạ ầ ả ề
http://thinkstats.com/thinkstats.py, v n có ch a các hàm đa năng mà ố ứ

https://quangchien.wordpress.com/2012/01/03/ch2-thinkstats/
http://thinkstats.com/thinkstats.py
https://quangchien.wordpress.com/2012/03/19/think-stats-xac-su%E1%BA%A5t-th%E1%BB%91ng-ke-danh-cho-ng%C6%B0%E1%BB%9Di-l%E1%BA%ADp-trinh#toc


ta s  s  d ng xuyên su t cu n sách. B n có th  đ c h ng d n s  d ng các hàm này  ẽ ử ụ ố ố ạ ể ọ ướ ẫ ử ụ ở
http://thinkstats.com/thinkstats.html. Hãy vi t m t hàm có tên ế ộ
Pumpkin trong đó dùng các hàm t  ừ thinkstats.py đ  tính tr  trung bình, ph ng ể ị ươ
sai và đ  l ch chu n c a kh i l ng các qu  bí trong m c tr c.ộ ệ ẩ ủ ố ượ ả ụ ướ

Hãy s  d ng l i mã l nh t  ử ụ ạ ệ ừ survey.py và first.py đ  tính đ  l ch chu n c a th i ể ộ ệ ẩ ủ ờ
kỳ mang thai các bé đ u lòng và các bé sinh sau. Li u có ph i là đ  l ch trong hai ầ ệ ả ộ ệ
tr ng h p này cũng gi ng nhau không? S  khác bi t gi a tr  trung bình và đ  l ch ườ ợ ố ự ệ ữ ị ộ ệ
chu n t ng ng trong hai tr ng h p này là bao nhiêu? Vi c so sánh này có g i ra đi uẩ ươ ứ ườ ợ ệ ợ ề
gì v  ý nghĩa th ng kê c a s  khác bi t?ề ố ủ ự ệ

N u có kinh nghi m, b n có th  đã th y m t công th c tính ph ng sai v i ế ệ ạ ể ấ ộ ứ ươ ớ n -  1  m u s , thay vì    ở ẫ ố
n. Đ c tr ng th ng kê này có tên là “ph ng sai m u,” và nó đ c dùng đ  c tính ph ng sai ặ ư ố ươ ẫ ượ ể ướ ươ
trong m t t ng th  b ng cách dùng m t m u. Ta s  quay tr  l i v n đ  này trong ộ ổ ể ằ ộ ẫ ẽ ở ạ ấ ề Ch ng 8ươ .

Phân bố

Các đ c tr ng th ng kê tuy g n nh ng nguy hi m  ch  chúng che khu t đi s  li u. M t cách làm ặ ư ố ọ ư ể ở ỗ ấ ố ệ ộ
khác là nhìn vào phân bố c a s  li u, v n miêu t  m i giá tr  xu t hi n bao nhiêu l n.ủ ố ệ ố ả ỗ ị ấ ệ ầ

Cách bi u th  chung nh t cho m t phân b  là ể ị ấ ộ ố bi u đ  t n sể ồ ầ ố, v n là m t đ  th  cho th y các t n s  ố ộ ồ ị ấ ầ ố
hay t n su t c a m i giá tr .  đây, ầ ấ ủ ỗ ị Ở t n sầ ố nghĩa là s  l n xu t hi n c a m t giá tr  trong t p d  li uố ầ ấ ệ ủ ộ ị ậ ữ ệ
—nó không có gì liên quan đ n đ  cao th p c a âm thanh hay vi c ch nh núm v n c a ra-đi-ô. M t ế ộ ấ ủ ệ ỉ ặ ủ ộ
t n su tầ ấ  là m t t n s  đ c bi u di n d i d ng t  l  so v i kích th c m u, ộ ầ ố ượ ể ễ ướ ạ ỷ ệ ớ ướ ẫ n. Trong Python, m t ộ

cách hi u qu  đ  bi u di n các t n s  là dùng t  đi n. V i m t dãy giá tr  đã cho, ệ ả ể ể ễ ầ ố ừ ể ớ ộ ị t:

hist = {} 
for x in t: 
    hist[x] = hist.get(x, 0) + 1

K t qu  là m t t  đi n cho t ng ng (ánh x ) m i giá tr  v i m t t n s . Đ  chuy n t  t n s  sang ế ả ộ ừ ể ươ ứ ạ ỗ ị ớ ộ ầ ố ể ể ừ ầ ố
t n su t, ta đem chia cho ầ ấ n; cách này đ c g i là ượ ọ chu n hóaẩ :

n = float(len(t)) 
pmf = {} 
for x, freq in hist.items(): 
    pmf[x] = freq / n

Bi u đ  t n su t (sau khi chu n hóa) đ c g i là ể ồ ầ ấ ẩ ượ ọ PMF, vi t t t cho “probability mass function” ế ắ
(hàm kh i xác su t); t c là m t hàm ánh x  t  giá tr  đ n t n su t (còn ý nghĩa c a “mass” [kh i ố ấ ứ ộ ạ ừ ị ế ầ ấ ủ ố
l ng] s  đ c gi i thích  M c {m t đ  xác su t}). Có th  s  d  l n khi g i m t t  đi n c a ượ ẽ ượ ả ở ụ ậ ộ ấ ể ẽ ễ ẫ ọ ộ ừ ể ủ
Python là m t hàm. Trong toán h c, m t hàm là phép ánh x  t  m t t p giá tr  t i m t t p giá tr  ộ ọ ộ ạ ừ ộ ậ ị ớ ộ ậ ị
khác. Trong Python, ta th ngườ  bi u di n hàm toán h c v i các đ i t ng hàm, nh ng trong tr ng ể ễ ọ ớ ố ượ ư ườ
h p này ta dùng m t t  đi n (t  đi n đôi khi cũng đ c g i là “ánh x ,” b n có th  g p tên g i này ợ ộ ừ ể ừ ể ượ ọ ạ ạ ể ặ ọ

 đâu đó).ở

Th  hi n bi u đ  t n sể ệ ể ồ ầ ố

Tôi đã vi t m t module Python có tên ế ộ Pmf.py trong đó ch a đ nh nghĩa hàm cho các đ i t ng ứ ị ố ượ

Hist, v n đ  bi u di n bi u đ  t n s , và các đ i t ng Pmf, đ  bi u di n các hàm kh i xác su t. ố ể ể ễ ể ồ ầ ố ố ượ ể ể ễ ố ấ

https://quangchien.wordpress.com/2012/02/06/ch8-thinkstats/
http://thinkstats.com/thinkstats.html


B n có th  đ c h ng d n s  d ng t i ạ ể ọ ướ ẫ ử ụ ạ thinkstats.com/Pmf.html và t i mã l nh v  t  ả ệ ề ừ

thinkstats.com/Pmf.py.

Hàm MakeHistFromList nh n vào m t danh sách các giá tr  và tr  l i m t đ i t ng Hist m i. ậ ộ ị ả ạ ộ ố ượ ớ

B n có th  ki m tra nó t  ch  đ  t ng tác c a Python:ạ ể ể ừ ế ộ ươ ủ

>>> import Pmf 
>>> hist = Pmf.MakeHistFromList([1, 2, 2, 3, 5]) 
>>> print hist 
<Pmf.Hist object at 0xb76cf68c>

Pmf.Hist có nghĩa là đ i t ng này là m t thành viên c a l p Hist, v n đ c đ nh nghĩa trong ố ượ ộ ủ ớ ố ượ ị

module Pmf. Nói chung, tôi dùng ch  in đ  vi t tên các l p và hàm, còn tên bi n thì đ c vi t ch  ữ ể ế ớ ế ượ ế ữ
th ng toàn b .ườ ộ

Các đ i t ng Hist cung c p nh ng ph ng th c đ  tra tìm giá tr  cùng v i t n su t t ng ng. ố ượ ấ ữ ươ ứ ể ị ớ ầ ấ ươ ứ

Freq nh n vào m t giá tr  và tr  l i t n s  c a nó:ậ ộ ị ả ạ ầ ố ủ

>>> hist.Freq(2) 
2 

N u b n tra tìm m t giá tr  mà th c t  không x y ra, t n s  s  b ng 0.ế ạ ộ ị ự ế ả ầ ố ẽ ằ

>>> hist.Freq(4) 
0 

Values tr  l i m t danh sách không đ c s p x p, có ch a các giá tr  trong Hist:ả ạ ộ ượ ắ ế ứ ị

>>> hist.Values() 
[1, 5, 3, 2] 

Đ  l p qua các giá tr  theo th  t , b n có th  dùng hàm l p s n ể ặ ị ứ ự ạ ể ậ ẵ sorted:

for val in sorted(hist.Values()): 
    print val, hist.Freq(val) 

N u b n d  đ nh tra tìm t t c  các t n s , cách t t h n là dùng ế ạ ự ị ấ ả ầ ố ố ơ Items, v n tr  l i m t danh sách ố ả ạ ộ

không đ c s p x p g m các c p giá tr –t n s :ượ ắ ế ồ ặ ị ầ ố

for val, freq in hist.Items(): 
    print val, freq 

S  đông (mode) c a m t d ng phân b  là giá tr  hay xu t hi n nh t (xem ố ủ ộ ạ ố ị ấ ệ ấ
http://wikipedia.org/wiki/Mode_(statistics)). Hãy vi t m t hàm có ế ộ
tên Mode nh n vào m t đ i t ng Hist và tr  l i giá tr  xu t hi n nhi u nh t.M t nhi m ậ ộ ố ượ ả ạ ị ấ ệ ề ấ ộ ệ
v  khó h n là, hãy vi t m t hàm có tên ụ ơ ế ộ AllModes nh n vào đ i t ng Hist và tr  l i ậ ố ượ ả ạ
m t danh sách các c p giá tr –t n s  x p theo th  t  t n s  gi m d n. G i ý: module ộ ặ ị ầ ố ế ứ ự ầ ố ả ầ ợ
operator có m t hàm tên là ộ itemgetter mà b n có th  truy n nh  m t khóa vào ạ ể ề ư ộ
cho sorted.

V  đ  th  t n sẽ ồ ị ầ ố

Có m t s  gói Python đ m nhi m vi c v  hình và bi u đ . Tôi s  trình bày gói ộ ố ả ệ ệ ẽ ể ồ ẽ pyplot, v n là m tố ộ

ph n c a gói ầ ủ matplotlib t i ạ http://matplotlib.sourceforge.net.

http://matplotlib.sourceforge.net/
http://wikipedia.org/wiki/Mode_(statistics)


Gói này đ c kèm trong nhi u b n cài đ t Python. Đ  xem li u máy c a b n đã có nó ch a, hãy b t ượ ề ả ặ ể ệ ủ ạ ư ậ
trình thông d ch Python và ch y đo n ch ng trình:ị ạ ạ ươ

import matplotlib.pyplot as pyplot 
pyplot.pie([1,2,3]) 
pyplot.show() 

N u đã có ế matplotlib b n s  nhìn th y m t bi u đ  hình qu t; còn n u không b n s  ph i cài ạ ẽ ấ ộ ể ồ ạ ế ạ ẽ ả

nó. Các bi u đ  t n s  và PMF th ng đ c v  d i d ng bi u đ  thanh. Hàm ể ồ ầ ố ườ ượ ẽ ướ ạ ể ồ pyplot đ  v  bi u ể ẽ ể

đ  thanh có tên là ồ bar. Các đ i t ng Hist có ph ng th c tên là ố ượ ươ ứ Render đ  tr  l i m t danh sách ể ả ạ ộ

đã s p x p g m các giá tr  và m t danh sách các t n s  t ng ng, v n đ c đ nh d ng thích h p ắ ế ồ ị ộ ầ ố ươ ứ ố ượ ị ạ ợ

v i ớ bar:

>>> vals, freqs = hist.Render() 
>>> rectangles = pyplot.bar(vals, freqs) 
>>> pyplot.show() 

Tôi đã vi t m t module có tên ế ộ myplot.py trong đó có các hàm v  bi u đ  t n s , bi u đ  PMF vàẽ ể ồ ầ ố ể ồ

các đ i t ng khác mà ta s  s m g p. B n có th  đ c h ng d n s  d ng t i ố ượ ẽ ớ ặ ạ ể ọ ướ ẫ ử ụ ạ

thinkstats.com/myplot.html và t i v  mã l nh t  ả ề ệ ừ thinkstats.com/myplot.py. 

Ho c b n có th  dùng ặ ạ ể pyplot tr c ti p, n u mu n. Dù b ng cách nào, b n đ u có th  tìm đ c ự ế ế ố ằ ạ ề ể ượ

h ng d n dùng ướ ẫ pyplot trên m ng. Hình d i đây cho th y bi u đ  t n s  c a các đ  dài th i kì ạ ướ ấ ể ồ ầ ố ủ ộ ờ

mang thai v i tr  đ u lòng và tr  sinh sau.ớ ẻ ầ ẻ

Bi u đ  t n s  đ  dài th i kì mang thai. [nsfg_histể ồ ầ ố ộ ờ

Bi u đ  t n s  r t có ích vì nó khi n cho nh ng đ c đi m sau đ c rõ ràng ngay:ể ồ ầ ố ấ ế ữ ặ ể ượ

S  đông: ố
Giá tr  th ng g p nh t trong m t phân b  đ c g i là ị ườ ặ ấ ộ ố ượ ọ s  đôngố . Trên Hình {nsfg_hist} rõ ràng
có m t s  đông là 39 tu n.  tr ng h p này, s  đông là đ c tr ng th ng kê vì nó mô t  đ c ộ ố ầ Ở ườ ợ ố ặ ư ố ả ượ
rõ nh t giá tr  đi n hình. ấ ị ể

Hình d ng: ạ
Xung quanh s  đông, phân b  này có tính b t đ i x ng; nó nhanh chóng gi m sút v  phía tay ố ố ấ ố ứ ả ề
ph i nh ng ch  gi m t  t  v  phía tay trái. Theo quan đi m y h c, đi u này có nghĩa. Tr  s  ả ư ỉ ả ừ ừ ề ể ọ ề ẻ ơ
sinh th ng đ c ra đ i s m, nh ng hi m khi mu n h n 42 tu n. Ngoài ra, ph n bên ph i c aườ ượ ờ ớ ư ế ộ ơ ầ ầ ả ủ
phân b  này b  ch n l i b i bác sĩ th ng can thi p v i nh ng ca thai nghén quá 42 tu n. ố ị ặ ạ ở ườ ệ ớ ữ ầ

Đi m bi t l p: ể ệ ậ

https://quangchien.files.wordpress.com/2012/01/nsfg_hist.png


Giá tr  n m cách xa s  đông đ c g i là ị ằ ố ượ ọ đi m bi t l pể ệ ậ . Có đi m bi t l p do tr ng h p hy ể ệ ậ ườ ợ
h u, nh  tr  sinh ra vào tu n th  30. Nh ng đa s  đi m bi t l p có th  do l i, trong quá trình ữ ư ẻ ầ ứ ư ố ể ệ ậ ể ỗ
báo cáo s  li u ho c ghi chép s  li u. ố ệ ặ ố ệ

M c dù bi u đ  t n s  đã làm rõ m t s  đ c đi m, nh ng chúng th ng không giúp ích cho vi c so ặ ể ồ ầ ố ộ ố ặ ể ư ườ ệ
sánh hai d ng phân b . Trong ví d  này, s  tr  đ u lòng thì ít h n s  tr  sinh sau, nên m t ph n bi u ạ ố ụ ố ẻ ầ ơ ố ẻ ộ ầ ể
hi n khác nhau là do hai m u có kích th c khác nhau. Ta có th  gi i quy t v n đ  này b ng cách ệ ẫ ướ ể ả ế ấ ề ằ
dùng PMF.

Bi u di n PMFể ễ

Pmf.py cung c p m t l p có tên ấ ộ ớ Pmf đ  bi u di n các PMF. Cách kí hi u có th  d  l m, nh ng nó ể ể ễ ệ ể ễ ầ ư

là th  này: ế Pmf là tên c a module đ ng th i cũng là tên l p, vì v y tên đ y đ  c a l p là ủ ồ ờ ớ ậ ầ ủ ủ ớ Pmf.Pmf.

Tôi th ng dùng ườ pmf đ  đ t tên bi n. Sau cùng, trong cu n sách này, tôi dùng ch  PMF đ  ch  kháiể ặ ế ố ữ ể ỉ

ni m chung cho hàm kh i xác su t, nó đ c l p đ n cách vi t ch ng trình.ệ ố ấ ộ ậ ế ế ươ

Đ  t o ra m t đ i t ng Pmf, hãy dùng ể ạ ộ ố ượ MakePmfFromList, v n nh n vào m t danh sách các giáố ậ ộ

tr :ị

>>> import Pmf 
>>> pmf = Pmf.MakePmfFromList([1, 2, 2, 3, 5]) 
>>> print pmf 
<Pmf.Pmf object at 0xb76cf68c> 

Các đ i t ng Pmf và Hist gi ng nhau v  nhi u m t. Các ph ng th c ố ượ ố ề ề ặ ươ ứ Values và Items có tác 

d ng giông nhau trong hai ki u đ i t ng trên. Khác bi t l n nh t là Hist ánh x  t  giá tr  đ n s  ụ ể ố ượ ệ ớ ấ ạ ừ ị ế ố
đ m; còn Pmf ánh x  t  giá tr  đ n t n su t có giá tr  là s  d u ph y đ ng.ế ạ ừ ị ế ầ ấ ị ố ấ ẩ ộ

Đ  tra tìm t n su t ng v i m t giá tr , hãy dùng ể ầ ấ ứ ớ ộ ị Prob:

>>> pmf.Prob(2) 
0.4 

B n có th  s a l i m t Pmf đã có b ng cách tăng t n su t ng v i m t giá tr :ạ ể ử ạ ộ ằ ầ ấ ứ ớ ộ ị

>>> pmf.Incr(2, 0.2) 
>>> pmf.Prob(2) 
0.6 

Ho c b n có th  nhân xác su t v i m t h  s :ặ ạ ể ấ ớ ộ ệ ố

>>> pmf.Mult(2, 0.5) 
>>> pmf.Prob(2) 
0.3 

N u s a đ i m t Pmf, k t qu  có th  s  không đ c chu n hóa; nghĩa là các t n su t c ng l i s  ế ử ổ ộ ế ả ể ẽ ượ ẩ ầ ấ ộ ạ ẽ

không b ng 1 n a. Đ  ki m tra, b n có th  g i ằ ữ ể ể ạ ể ọ Total, v n tr  l i t ng các t n su t:ố ả ạ ổ ầ ấ

>>> pmf.Total() 
0.9 

Đ  chu n hóa l i, hãy g i ể ẩ ạ ọ Normalize:

>>> pmf.Normalize() 
>>> pmf.Total() 



1.0 

Đ i t ng Pmf có m t ph ng th c ố ượ ộ ươ ứ Copy đ  b n có th  t o ra m t b n sao và s a nó mà không ể ạ ể ạ ộ ả ử

làm nh h ng đ n b n g c.ả ưở ế ả ố

Theo Wikipedia [t m d ch], “Phân tích t n vong là m t nhánh c a kê h c liên quan đ n ạ ị ồ ộ ủ ọ ế
hi n t ng ch t c a sinh v t và h ng hóc c a h  c  h c;” xem ệ ượ ế ủ ậ ỏ ủ ệ ơ ọ
http://wikipedia.org/wiki/Survival_analysis. Trong m t ph n c a ộ ầ ủ
phân tích t n vong, ta th ng ph i tính quãng đ i còn l i c a, ch ng h n, m t chi ti t ồ ườ ả ờ ạ ủ ẳ ạ ộ ế
máy. N u bi t phân b  c a quãng đ i và tu i th  c a chi ti t, thì ta có th  tính đ c ế ế ố ủ ờ ổ ọ ủ ế ể ượ
phân b  c a quãng đ i còn l i.ố ủ ờ ạ

Hãy vi t m t hàm có tên ế ộ RemainingLifetime nh n vào m t Pmf c a các quãng đ iậ ộ ủ ờ
cùng tu i hi n t i, r i tr  l i m t Pmf m i bi u th  cho phân b  c a quãng đ i còn l i.ổ ệ ạ ồ ả ạ ộ ớ ể ị ố ủ ờ ạ

 M c {tr  trung bình} ta đã tính đ c tr  trung bình c a m u b ng cách c ng các ph n Ở ụ ị ượ ị ủ ẫ ằ ộ ầ
t  l i r i chia cho ử ạ ồ n. N u đã có m t PMF, b n v n có th  tính tr  trung bình, nh ng cách ế ộ ạ ẫ ể ị ư
làm h i khác:ơ
μ = ∑    i pixi

trong đó các xi là các giá tr  duy nh t trong PMF mà ị ấ pi=PMF(xi). T ng t , b n có th  ươ ự ạ ể

tính ph ng sai nh  sau:ươ ư
σ2 = ∑    i pi(xi - μ)    2

Hãy vi t m t hàm có tên ế ộ PmfMean và PmfVar nh n vào m t đ i t ng Pmf r i tính trậ ộ ố ượ ồ ị
trung bình và ph ng sai, Đ  th  nghi m các ph ng th c này, hãy ki m tra xem chúngươ ể ử ệ ươ ứ ể
có th ng nh t v i các ph ng th c ố ấ ớ ươ ứ Mean và Var trong Pmf.py hay không.

V  đ  th  các PMFẽ ồ ị

Có hai cách th ng dùng đ  v  các Pmf:ườ ể ẽ

• Đ  v  Pmf d i d ng bi u đ  c t, b n có th  dùng ể ẽ ướ ạ ể ồ ộ ạ ể pyplot.bar ho c ặ myplot.Hist. 

Bi u đ  c t có ích nh t khi s  các giá tr  trong Pmf còn ít. ể ồ ộ ấ ố ị
• Đ  v  Pmf d i d ng đ ng, b n có th  dùng ể ẽ ướ ạ ườ ạ ể pyplot.plot ho c ặ myplot.Pmf. Bi u để ồ

d ng đ ng có ích nh t khi có nhi u các giá tr  và Pmf là m t hàm tr n. ạ ườ ấ ề ị ộ ơ

PMF c a quãng th i gian mang thai.ủ ờ

http://wikipedia.org/wiki/Survival_analysis
https://quangchien.files.wordpress.com/2012/01/nsfg_pmf.png


Hình trên cho th y PMF c a các quãng th i gian mang thai đ c bi u di n d i d ng bi u đ  c t. ấ ủ ờ ượ ể ễ ướ ạ ể ồ ộ
B ng cách dùng PMF, ta có th  th y rõ h n đ c s  khác bi t gi a hai phân b . Tr  đ u lòng ằ ể ấ ơ ượ ự ệ ữ ố ẻ ầ
th ng có v  ít chào đ i đúng tu n 39, mà th ng có thiên h ng mu n (các tu n 41 và 42).ườ ẻ ờ ầ ườ ướ ộ ầ

Mã l nh đ  t o ra các hình v  trong ch ng này có s n  ệ ể ạ ẽ ươ ẵ ở

http://thinkstats.com/descriptive.py. Đ  ch y nó, b n s  c n các module nh p vàoể ạ ạ ẽ ầ ậ

và d  li u t  NSFG (xem M c {nsfg}). Chú ý: ữ ệ ừ ụ pyplot có m t hàm tên là ộ hist nh n vào m t dãyậ ộ

các giá tr , tính ra và v  bi u đ  t n s . Vì tôi dùng các đ i t ng ị ẽ ể ồ ầ ố ố ượ Hist nên th ng không dùng đ nườ ế

pyplot.hist.

Đi m bi t l pể ệ ậ

Đi m bi t l p là giá tr  n m cách xa xu h ng trung tâm. Đi m bi t l p có th  gây b i các l i trong ể ệ ậ ị ằ ướ ể ệ ậ ể ở ỗ
quá trình thu th p và x  lý s  li u, ho c có th  đo đúng nh ng g p hi n t ng b t th ng. B n nên ậ ử ố ệ ặ ể ư ặ ệ ượ ấ ườ ạ
luôn ki m tra các đi m bi t l p, và đôi khi vi c lo i b  nó là c n thi t và xác đáng.ể ể ệ ậ ệ ạ ỏ ầ ế

Trong danh sách các kho ng th i gian mang thai các ca đ  thành công, 10 giá tr  th p nh t là {0, 4, ả ờ ẻ ị ấ ấ
9, 13, 17, 17, 18, 19, 20, 21}. Các giá tr  th p h n 20 tu n rõ ràng là có l i, và các giá tr  cao h n 30ị ấ ơ ầ ỗ ị ơ
tu n có l  là h p l . Nh ng các giá tr  n m gi a 20 và 30 thì khó phân gi i.  đ u kia, các giá tr  ầ ẽ ợ ệ ư ị ằ ữ ả Ở ầ ị
cao nh t là:ấ

weeks  count 
43     148 
44     46 
45     10 
46     1 
47     1 
48     7 
50     2

M t l n n a, có m t s  giá tr  g n nh  ch c ch n là có l i, nh ng ta r t khó bi t đ c toàn b . M t ộ ầ ữ ộ ố ị ầ ư ắ ắ ỗ ư ấ ế ượ ộ ộ
cách l a ch n là ự ọ t a b tỉ ớ  d  li u b ng cách b  đi m t ph n g m các giá tr  cao nh t và th p nh t ữ ệ ằ ỏ ộ ầ ồ ị ấ ấ ấ

(xem http://wikipedia.org/wiki/Truncated_mean).

Nh ng cách hi n th  khácữ ể ị

Bi u đ  t n s  và PMF r t có ích cho vi c phân tích khám phá s  li u; m t khi b n đã có ý t ng vể ồ ầ ố ấ ệ ố ệ ộ ạ ưở ề
hi n t ng x y ra thì th ng s  c n s p đ t đ  hi n th  s  li u nh m t p trung vào hi u ng bi u ệ ượ ả ườ ẽ ầ ắ ặ ể ể ị ố ệ ằ ậ ệ ứ ể
ki n. Trong b  s  li u NSFG, khác bi t l n nh t gi a hai phân b  x y ra  g n s  đông. Vì v y s  ế ộ ố ệ ệ ớ ấ ữ ố ả ở ầ ố ậ ẽ
có ý nghĩa khi ta phóng to ph n đó c a đ  gh , và th c hi n chuy n đ i s  li u đ  làm n i b t s  ầ ủ ồ ị ự ệ ể ổ ố ệ ể ổ ậ ự
khác bi t. Hình {nsfg_diffs} cho th y s  khác bi t gi a hai đ ng PMF trong tu n t  35–45. Tôi đã ệ ấ ự ệ ữ ườ ầ ừ
nhân lên 100 l n đ  bi u th  đ  chênh l ch tính theo ph n trăm.ầ ể ể ị ộ ệ ầ

http://wikipedia.org/wiki/Truncated_mean
http://thinkstats.com/descriptive.py


Đ  chênh l ch theo ph n trăm, tính v i t ng tu n. [nsfg_diffsộ ệ ầ ớ ừ ầ

Hình v  này làm cho ki u m u càng rõ h n: tr  đ u lòng th ng ít chào đ i vào tu n 39, và d  chào ẽ ể ẫ ơ ẻ ầ ườ ờ ầ ễ
đ i vào các tu n 41 và 42 so v i tr  sinh sau.ờ ầ ớ ẻ

R i ro t ng đ iủ ươ ố

Chúng ta đã b t đ u v i câu h i, “Li u tr  đ u lòng có chào đ i mu n không?” Chu n xác h n, ta ắ ầ ớ ỏ ệ ẻ ầ ờ ộ ẩ ơ
hãy nói r ng đ a tr  đ c g i là chào đ i s m n u nó đ c sinh ra t  tu n 37 ho c s m h n, ra đ i ằ ứ ẻ ượ ọ ờ ớ ế ượ ừ ầ ặ ớ ơ ờ
đúng h n n u sinh vào các tu n 38, 39, ho c 40; và ra đ i mu n n u sinh vào tu n 41 ho c mu n ạ ế ầ ặ ờ ộ ế ầ ặ ộ
h n. Các kho ng nh  v y, đ c dùng đ  nhóm d  li u, có tên g i là ơ ả ư ậ ượ ể ữ ệ ọ ngăn.

Hãy t o ra m t file có tên ạ ộ risk.py. Hãy vi t các hàm tên là ế ProbEarly, 
ProbOnTime và ProbLate nh n vào m t PMF r i tính t  l  ca sinh r i vào t ng ậ ộ ồ ỷ ệ ơ ừ
ngăn. G i ý: hãy vi t m t hàm t ng quát đ  nh ng hàm nói trên g i đ n.ợ ế ộ ổ ể ữ ọ ế

Hãy v  ba đ ng PMF, m t đ ng cho tr  đ u lòng, m t đ ng cho tr  sinh sau, và m tẽ ườ ộ ườ ẻ ầ ộ ườ ẻ ộ
đ ng chung cho t t c  tr  đ c sinh ra. V i m i đ ng PMF, hãy tính xacs su t sinh ườ ấ ả ẻ ượ ớ ỗ ườ ấ
s m, sinh đúng h n, và sinh mu n.ớ ạ ộ

M t cách tóm t t s  li u nh  v y là b ng ộ ắ ố ệ ư ậ ằ r i ro t ng đ iủ ươ ố , v n là t  s  gi a hai xác ố ỉ ố ữ
su t. Ch ng h n, xác su t m t đ a tr  đ u lòng ra đ i s m b ng 18,2%. V i các đ a tr  ấ ẳ ạ ấ ộ ứ ẻ ầ ờ ớ ằ ớ ứ ẻ
sinh sau, xác su t này b ng 16,8%, vì v y r i ro t ng đ i b ng 1,08. Đi u này nghĩa là ấ ằ ậ ủ ươ ố ằ ề
tr  đ u lòng có thêm ch ng 8% kh  năng chào đ i s m.ẻ ầ ừ ả ờ ớ

Hãy vi t mã l nh đ  ki m tra và kh ng đ nh k t qu  này, r i tính các r i ro t ng đ i ế ệ ể ể ẳ ị ế ả ồ ủ ươ ố
gi a sinh đúng h n và sinh mu n. B n có th  t i v  m t l i gi i t  ữ ạ ộ ạ ể ả ề ộ ờ ả ừ
http://thinkstats.com/risk.py.

Xác su t có đi u ki nấ ề ệ

Hãy t ng t ng r ng m t ng i mà b n bi t đang mang b u, b c vào tu n 39. Kh  năng đ a tr  ưở ượ ằ ộ ườ ạ ế ầ ướ ầ ả ứ ẻ
s  đ c sinh ra vào tu n t i là bao nhiêu? Đáp s  s  thay đ i th  nào n u đó là tr  đ u lòng?ẽ ượ ầ ớ ố ẽ ổ ế ế ẻ ầ

Chúng ta có th  tr  l i các câu h i trên b ng cách tính ể ả ờ ỏ ằ xác su t có đi u ki nấ ề ệ , v n (a hèm!) là m t ố ộ
xác su t ph  thu c vào đi u ki n nào đó. Trong tr ng h p này, đi u ki n là ta đã bi t r ng đ a tr  ấ ụ ộ ề ệ ườ ợ ề ệ ế ằ ứ ẻ
không sinh ra vào các tu n 0–38.ầ

http://thinkstats.com/risk.py
https://quangchien.files.wordpress.com/2012/01/nsfg_diffs.png


Sau đây là m t cách tính:ộ

1. Cho tr c m t đ ng PMF, ta phát sinh ra m t nhóm gi  g m 1000 ca mang thai. V i m i ướ ộ ườ ộ ả ồ ớ ỗ
tu n th  ầ ứ x, s  ca mang thai v i kho ng th i gian ố ớ ả ờ x là 1000 PMF(x). 

2. Xóa b  kh i nhóm nh ng ca mang thai v i kho ng th i gian d i 39. ỏ ỏ ữ ớ ả ờ ướ
3. Tính ra PMF c a các th i kì còn l i; k t qu  này là PMF có đi u ki n. ủ ờ ạ ế ả ề ệ
4. Tính PMF có đi u ki n ng v i ề ệ ứ ớ x = 39 tu n. ầ

Thu t toán này v  khái ni m thì r t rõ ràng, nh ng không hi u qu  l m. M t cách làm khác đ n ậ ề ệ ấ ư ệ ả ắ ộ ơ
gi n h n là xóa b  các giá tr  nh  h n 39 trong phân b  r i chu n hóa l i.ả ơ ỏ ị ỏ ơ ố ồ ẩ ạ

Hãy vi t m t hàm th c hi n m t trong hai thu t toán trên và tính xác su t đ  m t đ a trế ộ ự ệ ộ ậ ấ ể ộ ứ ẻ
đ c sinh ra trong tu n 39, khi bi t r ng nó không chào đ i tr c tu n 39.ượ ầ ế ằ ờ ướ ầ

Hãy khái quát hóa hàm trên đ  tính xác su t đ  m t đ a tr  s  đ c sinh vào tu n ể ấ ể ộ ứ ẻ ẽ ượ ầ x, khi 
bi t r ng nó không ra đ i tr c tu n ế ằ ờ ướ ầ x, v i m i giá tr  có th  c a ớ ọ ị ể ủ x. Hãy v  đ  th  c a giáẽ ồ ị ủ
tr  xác su t này theo ị ấ x đ i v i tr  đ u lòng và tr  sinh sau.ố ớ ẻ ầ ẻ

B n có th  t i v  m t l i gi i c a bài toán này t  ạ ể ả ề ộ ờ ả ủ ừ
http://thinkstats.com/conditional.py.

Báo cáo k t quế ả

Đ n lúc này ta đã kh o sát xong s  li u và th y đ c m t s  hi u ng bi u ki n. Hi n gi , hãy t m ế ả ố ệ ấ ượ ộ ố ệ ứ ể ế ệ ờ ạ
gi  thi t r ng nh ng hi u ng này là th t (nh  r ng đây m i ch  là gi  thi t). Làm th  nào đ  ta báo ả ế ằ ữ ệ ứ ậ ớ ằ ớ ỉ ả ế ế ể
cáo nh ng k t qu  này?ữ ế ả

Câu tr  l i có th  tùy thu c vào ng i h i. Ch ng h n, m t nhà khoa h c có th  quan tâm đ n b t kìả ờ ể ộ ườ ỏ ẳ ạ ộ ọ ể ế ấ
m t hi u ng (th t) nào, b t k  nó nh  đ n bao nhiêu. M t bác sĩ có th  ch  quan tâm đ n các hi u ộ ệ ứ ậ ấ ể ỏ ế ộ ể ỉ ế ệ

ng ứ có ý nghĩa v  y h cề ọ ; t c là nh ng khác bi t có nh h ng đ n quy t đ nh đi u tr . M t ph  n  ứ ữ ệ ả ưở ế ế ị ề ị ộ ụ ữ
mang thai có th  quan tâm đ n nh ng k t qu  có liên quan t i cô y, nh  các xác su t có đi u ki n ể ế ữ ế ả ớ ấ ư ấ ề ệ
trong m c tr c. Cách mà b n báo cáo k t qu  cũng ph  thu c vào m c tiêu c a b n. N u ph i bi uụ ướ ạ ế ả ụ ộ ụ ủ ạ ế ả ể
di n ý nghĩa c a m t hi u ng, b n có th  ch n đ c tr ng th ng kê, nh  r i ro t ng đ i, đ  nh n ễ ủ ộ ệ ứ ạ ể ọ ặ ư ố ư ủ ươ ố ể ấ
m nh s  khác bi t. N u b n c n tr n an b nh nhân, b n có th  ch n s  th ng kê có tính đ n s  khác ạ ự ệ ế ạ ầ ấ ệ ạ ể ọ ố ố ế ự
bi t.ệ

D a vào các k t qu  t  nh ng bài t p tr c, ch ng h n b n đ c yêu c u ph i tóm t t ự ế ả ừ ữ ậ ướ ẳ ạ ạ ượ ầ ả ắ
nh ng gì b n đã bi t v  v n đ  li u tr  đ u lòng có chào đ i mu n hay không.ữ ạ ế ề ấ ề ệ ẻ ầ ờ ộ

B n s  dùng đ c tr ng th ng kê nào n u mu n đ a vào chuy n k  trong b n tin bu i ạ ẽ ặ ư ố ế ố ư ệ ể ả ổ
t i? B n s  dùng đ c tr ng nào n u mu n an i m t b nh nhân đang lo l ng? Sau cùng, ố ạ ẽ ặ ư ế ố ủ ộ ệ ắ
hãy t ng t ng r ng mình là Cecil Adams, tác gi  c a ưở ượ ằ ả ủ The Straight Dope 
(http://straightdope.com), và nhi m v  c a b n là tr  l i câu h i, “Li u tr  ệ ụ ủ ạ ả ờ ỏ ệ ẻ
đ u lòng có chào đ i mu n không?” Hãy vi t bài tr  l i d a trên nh ng k t qu  trong ầ ờ ộ ế ả ờ ự ữ ế ả
ch ng này đ  gi i đáp câu h i m t cách rõ ràng, t p trung, và chính xác.ươ ể ả ỏ ộ ậ

Thu t ngậ ữ

xu th  trung tâm: ế
Đ c tính c a m t m u ho c t ng th ; theo tr c giác, đó là giá tr  trung bình nh t. ặ ủ ộ ẫ ặ ổ ể ự ị ấ

http://straightdope.com/
http://thinkstats.com/conditional.py


phân tán: 
Đ c tính c a m t m u ho c t ng th ; theo tr c giác, nó mô t  đ  bi n đ ng là bao nhiêu. ặ ủ ộ ẫ ặ ổ ể ự ả ộ ế ộ

ph ng sai: ươ
Đ c tr ng th ng kê th ng đ c dùng đ  l ng hóa m c phân tán. ặ ư ố ườ ượ ể ượ ứ

đ  l ch chu n: ộ ệ ẩ
Căn b c hai c a ph ng sai, cũng đ c dùng đ  đo m c phân tán. ậ ủ ươ ượ ể ứ

t n s : ầ ố
S  l n mà m t giá tr  xu t hi n trong m u. ố ầ ộ ị ấ ệ ẫ

bi u đ  t n s : ể ồ ầ ố
M t ánh x  t  giá tr  đ n t n s , ho c m t bi u đ  th  hi n ánh x  này. ộ ạ ừ ị ế ầ ố ặ ộ ể ồ ể ệ ạ

t n su t: ầ ấ
T n s  đ c bi u th  d i d ng t  l  c a kích th c m u. ầ ố ượ ể ị ướ ạ ỉ ệ ủ ướ ẫ

chu n hóa: ẩ
Vi c chia t n s  cho kích th c m u đ  thu đ c t n su t. ệ ầ ố ướ ẫ ể ượ ầ ấ

phân b : ố
D ng tóm t t các giá tr  xu t hi n trong m t m u cùng v i t n s , hay t n su t, c a m i giá tr .ạ ắ ị ấ ệ ộ ẫ ớ ầ ố ầ ấ ủ ỗ ị

PMF: 
Hàm kh i xác su t (probability mass function): cách bi u di n m t phân b  d i d ng hàm ố ấ ể ễ ộ ố ướ ạ
ánh x  t  giá tr  đ n t n su t. ạ ừ ị ế ầ ấ

s  đông: ố
Giá tr  hay g p nh t trong m u. ị ặ ấ ẫ

đi m bi t l p: ể ệ ậ
Giá tr  n m cách xa xu th  trung tâm. ị ằ ế

t a b t: ỉ ớ
Xóa b  nh ng đi m bi t l p kh i t p s  li u. ỏ ữ ể ệ ậ ỏ ậ ố ệ

ngăn: 
M t kho ng dùng đ  nhóm các giá tr  g n b ng nhau. ộ ả ể ị ầ ằ

r i ro t ng đ i: ủ ươ ố
T  s  gi a hai t n su t, th ng đ c dùng đ  đo đ  khác bi t gi a hai phân b . ỉ ố ữ ầ ấ ườ ượ ể ộ ệ ữ ố

xác su t có đi u ki n: ấ ề ệ
Xác su t đ c tính theo gi  thi t r ng m t đi u ki n nào đó ph i đ c đ m b o. ấ ượ ả ế ằ ộ ề ệ ả ượ ả ả

có ý nghĩa v  y h c: ề ọ
K t qu , ch ng h n m t khác bi t gi a hai nhóm, có liên quan trong th c t  ngành y. ế ả ẳ ạ ộ ệ ữ ự ế



Ch ng 3: Hàm phân b  lũyươ ố     tích
Tr  v  ở ề M c l cụ ụ  cu n sáchố

Ngh ch lý v  s  sinh viên trong l pị ề ố ớ

Trong nhi u tr ng đ i h c Hoa Kỳ, t  l  sinh viên so v i gi ng viên đ u vào kho ng 10:1. Nh ng ề ườ ạ ọ ỉ ệ ớ ả ề ả ư
sinh viên th ng ng c nhiên khi bi t r ng l p h c c a h  trung bình đ u h n 10 sinh viên. Có hai lýườ ạ ế ằ ớ ọ ủ ọ ề ơ
do gi i thích s  khác bi t này:ả ự ệ

• Sinh viên nói chung đ u h c 4–5 l p m i kỳ, trong khi giáo s  th ng ch  d y 1 ho c 2 l p. ề ọ ớ ỗ ư ườ ỉ ạ ặ ớ

• S  sinh viên may m n đ c h c l p v ng thì ít, còn sinh viên ph i h c l p l n thì (a hèm!) ố ắ ượ ọ ớ ắ ả ọ ớ ớ

có r t nhi u. ấ ề

Đi u th  nh t thì r t d  th y (nó đã đ c nh c đ n ít nh t m t l n); đi u th  hai thì tinh vi h n. Vì ề ứ ấ ấ ễ ấ ượ ắ ế ấ ộ ầ ề ứ ơ
v y ta hãy xét m t ví d . Ch ng h n m t tr ng có 65 l p h c trong m t kì, v i phân b  s  h c viênậ ộ ụ ẳ ạ ộ ườ ớ ọ ộ ớ ố ố ọ
m i l p nh  sau:ỗ ớ ư

s  SV ố     s  l pố ớ
 5- 9          8 
10-14          8 
15-19         14 
20-24          4 
25-29          6 
30-34         12 
35-39          8 
40-44          3 
45-49          2

N u b n h i hi u tr ng v  s  sinh viên trung bình trong m t l p, ông ta s  d ng m t đ ng PMF, ế ạ ỏ ệ ưở ề ố ộ ớ ẽ ự ộ ườ
tính trung bình, và báo r ng s  sinh viên trung bình trong m i l p b ng 24.ằ ố ỗ ớ ằ

Nh ng n u b n đi u tra m t nhóm sinh viên, h i xem có bao nhiêu sinh viên trong l p h , r i tính ư ế ạ ề ộ ỏ ớ ọ ồ
trung bình, b n s  nghĩ r ng s  sinh viên trung bình s  cao h n.ạ ẽ ằ ố ẽ ơ

Hãy d ng đ ng PMF t  nh ng s  li u trên r i tính trung bình theo cách nhìn nh n c a ự ườ ừ ữ ố ệ ồ ậ ủ
hi u tr ng. Vì s  li u đã đ c chia vào các ngăn, b n có th  dùng m t đi m gi a cho ệ ưở ố ệ ượ ạ ể ộ ể ữ
m i ngăn.ỗ

Bây gi  hãy tính phân b  c a s  sinh viên t ng l p theo cách nhìn nh n c a sinh viên ờ ố ủ ố ừ ớ ậ ủ
r i tính tr  trung bình.ồ ị

Gi  s  r ng b n mu n tìm phân b  c a s  sinh viên t ng l p c a m t tr ng, nh ng ả ử ằ ạ ố ố ủ ố ừ ớ ủ ộ ườ ư
không th  có s  li u chính xác t  hi u tr ng. M t cách khác là ch n m t m u sinh viênể ố ệ ừ ệ ưở ộ ọ ộ ẫ
ng u nhiên r i h i h  v  s  sinh viên t ng l p mà h  theo h c. Sau đó b n có th  tính ẫ ồ ỏ ọ ề ố ừ ớ ọ ọ ạ ể
PMF t  s  li u thu đ c qua tr  l i c a h .ừ ố ệ ượ ả ờ ủ ọ

K t qu  s  thiên l ch vì nh ng l p h c l n s  đ c ph n ánh l p l i trong m u, nh ng ế ả ẽ ệ ữ ớ ọ ớ ẽ ượ ả ặ ạ ẫ ư
b n v n có th  c tính đ c phân b  th c s  c a s  sinh viên m i l p b ng cách áp ạ ẫ ể ướ ượ ố ự ự ủ ố ỗ ớ ằ
d ng m t phép chuy n đ i thích h p đ i v i d ng phân b  đã quan sát th y.ụ ộ ể ổ ợ ố ớ ạ ố ấ

https://quangchien.wordpress.com/2012/01/08/ch3-thinkstats/
https://quangchien.wordpress.com/2012/03/19/think-stats-xac-su%E1%BA%A5t-th%E1%BB%91ng-ke-danh-cho-ng%C6%B0%E1%BB%9Di-l%E1%BA%ADp-trinh#toc


Hãy vi t m t hàm có tên ế ộ UnbiasPmf đ  nh n vào PMF c a các giá tr  quan sát đ c ể ậ ủ ị ượ
và tr  l i m t đ i t ng Pmf m i đ  c tính phân b  c a s  sinh viên m i l p.ả ạ ộ ố ượ ớ ể ướ ố ủ ố ỗ ớ

B n có th  t i v  m t l i gi i cho bài này t  ạ ể ả ề ộ ờ ả ừ
http://thinkstats.com/class_size.py.

Trong đa s  các cu c thi ch y, m i ng i đ u xu t phát cùng lúc. N u b n ch y nhanh, ố ộ ạ ọ ườ ề ấ ế ạ ạ
th ng b n s  v t đ c nhi u ng i ngay đ u cu c đua, nh ng r i sau m t vài d m ườ ạ ẽ ượ ượ ề ườ ầ ộ ư ồ ộ ặ
đ ng, m i ng i xung quanh b n s  ch y v i cùng t c đ .ườ ọ ườ ạ ẽ ạ ớ ố ộ

Khi l n đ u tiên tham gia cu c ch y ti p s c đ ng dài (209 d m), tôi nh n th y m t ầ ầ ộ ạ ế ứ ườ ặ ậ ấ ộ
hi n t ng l : khi mình v t m t đ i th  khác, tôi th ng nhanh h n r t nhi u, và khi ệ ượ ạ ượ ộ ố ủ ườ ơ ấ ề
m t đ i th  khác v t tôi, ng i ta cũng th ng nhanh h n tôi r t nhi u.ộ ố ủ ượ ườ ươ ơ ấ ề

Ban đ u tôi c  nghĩ r ng phân b  t c đ  có l  s  ch a hai s  đông; nghĩa là có nhi u ầ ứ ằ ố ố ộ ẽ ẽ ứ ố ề
ng i ch y ch m và nhi u ng i ch y nhanh, còn ít ng i ch y cùng t c đ  v i tôi.ườ ạ ậ ề ườ ạ ườ ạ ố ộ ớ

Nh ng sau đó tôi nh n th y r ng đã b  thiên l ch trong vi c l a ch n. Cu c đua khác ư ậ ấ ằ ị ệ ệ ự ọ ộ
th ng  hai đi m: nó xuât phát không đ u, các đ i xu t phát vào các th i đi m khác ườ ở ể ề ộ ấ ờ ể
nhau; ngoài ra nhi u đ i g m nh ng ng i có s c ch y không đ u nhau.ề ộ ồ ữ ườ ứ ạ ề

K t qu  là, các v n đ ng viên s  t n ra trong cu c đua v i ít m i t ng quan gi a t c đế ả ậ ộ ẽ ả ộ ớ ố ươ ữ ố ộ
và v  trí. Khi tôi b t đ u phiên ch y, nh ng ng i ch y g n tôi đ u (khá gi ng) m t m uị ắ ầ ạ ữ ườ ạ ầ ề ố ộ ẫ
ng u nhiên c a t ng th  các v n đ ng viên trong cu c đua.ẫ ủ ổ ể ậ ộ ộ

V y thì s  thiên l ch này t  đâu mà có? Trong khi tôi ch y thi, c  may v t m t đ i thậ ự ệ ừ ạ ơ ượ ộ ố ủ
khác, ho c b  v t, đ u t  l  v i hi u s  t c đ  gi a hai ng i. Đ  th y đ c t i sao, b nặ ị ượ ề ỉ ệ ớ ệ ố ố ộ ữ ườ ể ấ ượ ạ ạ
hãy hình dung v  hai gi i h n nh  sau. N u có ai đó ch y nhanh b ng tôi thì chúng tôi ề ớ ạ ư ế ạ ằ
không v t đ c nhau. N u ai đó nhanh đ n m c có th  ch y h t ch ng đ ng đua ượ ượ ế ế ứ ể ạ ế ặ ườ
trong khi tôi v n đang ch y thì ch c ch n h  v t đ c tôi.ẫ ạ ắ ắ ọ ượ ượ

Hãy vi t m t hàm tên là ế ộ BiasPmf đ  nh n vào m t Pmf bi u th  cho phân b  th c s  ể ậ ộ ể ị ố ự ự
c a t c đ  ng i ch y, và m t t c đ  c a m t ng i quan sát đang ch y, r i tr  v  m t ủ ố ộ ườ ạ ộ ố ộ ủ ộ ườ ạ ồ ả ề ộ
Pmf m i bi u th  cho phân b  t c đ  t ng đ i c a nh ng ng i ch y so v i ng i quanớ ể ị ố ố ộ ươ ố ủ ữ ườ ạ ớ ườ
sát.

Đ  ki m tra hàm v a vi t, hãy l y m t phân b  các t c đ  trong m t cu c đua bình ể ể ừ ế ấ ộ ố ố ộ ộ ộ
th ng (không ph i là ti p s c). Tôi đã vi t m t ch ng trình có nhi m v  đ c vào k t ườ ả ế ứ ế ộ ươ ệ ụ ọ ế
qu  cu c đua James Joyce Ramble 10K  Dedham MA r i chuy n đ i t c đ  t ng ả ộ ở ồ ể ổ ố ộ ừ
ng i ch y sang d m/gi . Hãy t i v  ch ng trình này t  ườ ạ ặ ờ ả ề ươ ừ
http://thinkstats.com/relay.py. Ch y nó r i xem PMF các t c đ .ạ ồ ố ộ

Bây gi  hãy tính phân b  các t c đ  mà b n s  quan sát th y n u b n ch y trong cu c ờ ố ố ộ ạ ẽ ấ ế ạ ạ ộ
thi ti p s c v i t c đ  7,5 d m/gi  cùng nhóm ng i ch y nói trên. B n có th  t i v  ế ứ ớ ố ộ ặ ờ ườ ạ ạ ể ả ề
m t l i gi i t  ộ ờ ả ừ http://thinkstats.com/relay_soln.py

S  h n ch  c a các PMFự ạ ế ủ

PMF s  phát huy tác d ng n u có ít các giá tr . Nh ng khi s  các giá tr  nhi u lên, xác su t ng v i ẽ ụ ế ị ư ố ị ề ấ ứ ớ
m i giá tr  s  nh  đi và hi u ng c a nhi u ng u nhiên s  tăng lên.ỗ ị ẽ ỏ ệ ứ ủ ễ ẫ ẽ

http://thinkstats.com/relay_soln.py
http://thinkstats.com/relay.py
http://thinkstats.com/class_size.py


Ch ng h n, chúng ta có th  quan tâm đ n phân b  cân n ng tr  s  sinh. Trong s  li u NSFG, bi n ẳ ạ ể ế ố ặ ẻ ơ ố ệ ế

totalwgt_oz ghi l i các cân n ng tr  s  sinh tính theo ounce. Hình d i đây cho th y PMF c a ạ ặ ẻ ơ ướ ấ ủ

các giá tr  này cho tr  đ u lòng và các tr  sinh sau.ị ẻ ầ ẻ

PMF c a cân n ng tr  s  sinh. Hình v  cho th y m t h n ch  c a các PMF: chúng r t ủ ặ ẻ ơ ẽ ấ ộ ạ ế ủ ấ
khó so sánh v i nhau. (nsfg_birthwgt_pm)ớ

Nói chung, các phân b  này đ u trông gi ng hình “qu  chuông” quen thu c, v i nhi u giá tr  g n số ề ố ả ộ ớ ề ị ầ ố
trung bình và ít giá tr  quá l n hay quá nh .ị ớ ỏ

Nh ng có nh ng ph n c a hình v  này r t khó di n gi i. Có nhi u đ nh nh n và ch  trũng, và m t ư ữ ầ ủ ẽ ấ ễ ả ề ỉ ọ ỗ ộ
s  khác bi t trông th y gi a các phân b . Th t khó nói đ c nh ng đ c đi m nào trong s  này là có ố ệ ấ ữ ố ậ ượ ữ ặ ể ố
ý nghĩa. Đ ng th i, cũng khó nh n th y nh ng đ c đi m t ng th ; ch ng h n, b n nghĩ r ng phân bồ ờ ậ ấ ữ ặ ể ổ ể ẳ ạ ạ ằ ố
nào có tr  trung bình cao h n?ị ơ

V n đ  này có th  đ c gi m nh  b ng vi c chia s  li u vào các ngăn; nghĩa là chia mi n giá tr  ấ ề ể ượ ả ẹ ằ ệ ố ệ ề ị
thành nh ng kho ng không trùng nhau và đ m s  giá tr  r i vào m i ngăn. Vi c chia ngăn có th  có ữ ả ế ố ị ơ ỗ ệ ể
ích, nh ng đ  ch n kích th c ngăn thích h p s  r t m o m c. N u ngăn đ  l n đ  làm tr n các ư ể ọ ướ ợ ẽ ấ ẹ ự ế ủ ớ ể ơ
nhi u đ ng thì nó cũng có th  làm tr n nh ng thông tin có ích.ễ ộ ể ơ ữ

M t cách khác đ  tránh v n đ  trên là dùng ộ ể ấ ề hàm phân b  lũy tíchố , hay CDF (cumulative 
distribution function). Nh ng tr c khi làm đ c đi u này, ta ph i nói v  s  ph n trăm.ư ướ ượ ề ả ề ố ầ

S  ph n trămố ầ

N u b n đã t ng làm m t bài thi tiêu chu n, có th  b n s  đ c ch m đi m d i d ng đi m g c kèmế ạ ừ ộ ẩ ể ạ ẽ ượ ấ ể ướ ạ ể ố
theo m t ộ h ng ph n trămạ ầ .  đây, h ng ph n trăm là t  l  s  ng i có đi m th p h n b n (ho c Ở ạ ầ ỉ ệ ố ườ ể ấ ơ ạ ặ
b ng). Vì v y, n u b n đ ng “h ng 90 ph n trăm”, thì b n đã làm bài t t b ng ho c h n 90% s  ằ ậ ế ạ ứ ạ ầ ạ ố ằ ặ ơ ố
ng i đã làm bài thi.ườ

Sau đây là cách đ  b n có th  tính h ng ph n trăm c a m t giá tr  có tên ể ạ ể ạ ầ ủ ộ ị your_score, so v i các ớ

giá tr  trong dãy ị scores:

def PercentileRank(scores, your_score): 
    count = 0 
    for score in scores: 
        if score <= your_score: 
            count += 1 

https://quangchien.files.wordpress.com/2012/01/nsfg_birthwgt_pmf.png


    percentile_rank = 100.0 * count / len(scores) 
    return percentile_rank

Ch ng h n, n u các giá tr  trong dãy là 55, 66, 77, 88 và 99, b n đ t đi m 88, thì h ng ph n trăm ẳ ạ ế ị ạ ạ ể ạ ầ

c a b n s  là ủ ạ ẽ 100 * 4 / 5 t c là b ng 80.ứ ằ

N u cho tr c m t giá tr , thì s  tìm đ c h ng ph n trăm c a nó; còn làm ng c l i thì h i khó ế ướ ộ ị ẽ ượ ạ ầ ủ ượ ạ ơ
h n. N u b n đ c cho m t h ng ph n trăm và mu n tìm giá tr  t ng ng, m t cách làm là s p x pơ ế ạ ượ ộ ạ ầ ố ị ươ ứ ộ ắ ế
các giá tr  và tìm l y giá tr  mà b n mu n:ị ấ ị ạ ố

def Percentile(scores, percentile_rank): 
    scores.sort() 
    for score in scores: 
        if PercentileRank(scores, score) >= percentile_rank: 
            return score 

K t qu  c a phép tính này là m t ế ả ủ ộ s  ph n trămố ầ . Ch ng h n, s  ph n trăm th  50 là giá tr  ng v i ẳ ạ ố ầ ứ ị ứ ớ
h ng ph n trăm 50. Trong phân b  đi m thi, s  ph n trăm th  50 là 77.ạ ầ ố ể ố ầ ứ

Đo n ch ng trình th c hi n ạ ươ ự ệ Percentile nh  trên không đ c hi u qu . M t cách ư ượ ệ ả ộ
hay h n là dùng h ng ph n trăm đ  tính ch  s  c a s  ph n trăm t ng ng. Hãy vi t ơ ạ ầ ể ỉ ố ủ ố ầ ươ ứ ế
m t phiên b n ộ ả Percentile có dùng thu t toán này.ậ

B n có th  t i v  m t l i gi i t  ạ ể ả ề ộ ờ ả ừ
http://thinkstats.com/score_example.py.

Tùy ch n: N u b n ch  mu n tính m t s  ph n trăm, thì cách s p x p các đi m thi s  ọ ế ạ ỉ ố ộ ố ầ ắ ế ể ẽ
không hi u qu . M t cách làm hay h n là thu t toán l a ch n, mà b n có th  đ c t  ệ ả ộ ơ ậ ự ọ ạ ể ọ ừ
http://wikipedia.org/wiki/Selection_algorithm.

Hãy vi t (ho c tìm) m t đo n ch ng trình th c hi n thu t toán l a ch n và dùng nó đ  ế ặ ộ ạ ươ ự ệ ậ ự ọ ể
vi t m t phiên b n hi u qu  cho ế ộ ả ệ ả Percentile.

Hàm phân b  lũy tíchố

Bây gi  khi đã hi u đ c s  ph n trăm, chúng ta s n sàng xét đ n hàm phân b  lũy tích (cumulativeờ ể ượ ố ầ ẵ ế ố
distribution function, CDF). CDF là m t hàm v i ánh x  t  các giá tr  đ n h ng ph n trăm c a ộ ớ ạ ừ ị ế ạ ầ ủ
chúng trong m t phân b .ộ ố

CDF là m t hàm theo ộ x, trong đó x là m t giá tr  b t kì có th  xu t hi n trong phân b . Đ  tính ộ ị ấ ể ấ ệ ố ể
CDF(x) cho m t giá tr  c  th  c a ộ ị ụ ể ủ x, ta c n tính t  l  c a các giá tr  trong m u mà nh  h n (ho c ầ ỉ ệ ủ ị ẫ ỏ ơ ặ
b ng) ằ x.

Sau đây là m t hàm nh  v y, nh n vào m t m u ộ ư ậ ậ ộ ẫ t, và m t giá tr , ộ ị x:

def Cdf(t, x): 
    count = 0.0 
    for value in t: 
        if value <= x: 
            count += 1.0 

    prob = count / len(t) 
    return prob

http://wikipedia.org/wiki/Selection_algorithm
http://thinkstats.com/score_example.py


Hàm này s  trông gi ng; nó g n nh  y h t ẽ ố ầ ư ệ PercentileRank, ch  khác là k t qu  l i là m t t n ỉ ế ả ạ ộ ầ

su t n m trong kho ng t  0–1 thay vì m t h ng ph n trăm trong kho ng t  0–100.ấ ằ ả ừ ộ ạ ầ ả ừ

L y ví d , ch ng h n có m t m u g m các giá tr  sau {1, 2, 2, 3, 5}. D i đây là m t s  giá tr  l y ấ ụ ẳ ạ ộ ẫ ồ ị ướ ộ ố ị ấ
t  CDF c a nó:ừ ủ

CDF(0) = 0
CDF(1) = 0.2
CDF(2) = 0.6
CDF(3) = 0.8
CDF(4) = 0.8
CDF(5) = 1

Ta có th  l ng giá CDF cho b t kì giá tr  ể ượ ấ ị x b t kì, ch  không ch  các giá tr  có xu t hi n trong m u.ấ ứ ỉ ị ấ ệ ẫ
N u ế x nh  h n giá tr  nh  nh t trong m u, CDF(ỏ ơ ị ỏ ấ ẫ x) b ng 0. N u ằ ế x l n h n giá tr  l n nh t trong m u,ớ ơ ị ớ ấ ẫ
CDF(x) b ng 1.ằ

Ví d  v  m t CDF.ụ ề ộ

Hình trên bi u di n cho CDF này. CDF c a m t m u là m t hàm b c thang. Trong ch ng ti p theo ể ễ ủ ộ ẫ ộ ậ ươ ế
ta s  th y các phân b  có CDF là các hàm liên t c.ẽ ấ ố ụ

Bi u di n CDFể ễ

Tôi đã vi t m t module có tên ế ộ Cdf trong đó có m t l p tên là ộ ớ Cdf đ  bi u di n các CDF. B n có ể ể ễ ạ

th  đ c tài li u h ng d n cách dùng module này t i ể ọ ệ ướ ẫ ạ http://thinkstats.com/Cdf.html 

và t i module v  t  ả ề ừ http://thinkstats.com/Cdf.py.

Cdf đ c vi t trong ch ng trình v i hai danh sách đã s p x p: ượ ế ươ ớ ắ ế xs đ  ch a các giá tr , và ể ứ ị ps đ  ể

ch a các t n su t. Nh ng ph ng th c quan tr ng nh t mà Cdf cung c p là:ứ ầ ấ ữ ươ ứ ọ ấ ấ

Prob(x): 
V i giá tr  ớ ị x cho tr c, tính xác su t ướ ấ p = CDF(x). 

Value(p): 
V i xác su t ớ ấ p cho tr c, tính giá tr  ướ ị x t ng ng; nghĩa là CDF ngh ch đ o c a ươ ứ ị ả ủ p. 

http://thinkstats.com/Cdf.py
http://thinkstats.com/Cdf.html
https://quangchien.files.wordpress.com/2012/01/example_cdf.png


Vì xs và ps đ u đã đ c s p x p nên các ph ng th c trên có th  dùng thu t toán phân đôi, v n r tề ượ ắ ế ươ ứ ể ậ ố ấ

hi u qu . Th i gian ch y t  l  v i loga c a s  các giá tr ; xem ệ ả ờ ạ ỉ ệ ớ ủ ố ị

http://wikipedia.org/wiki/Time_complexity.

Cdf cũng cung c p ấ Render, v n tr  l i 2 danh sách, ố ả ạ xs và ps, phù h p đ  v  CDF. Vì CDF là m tợ ể ẽ ộ

hàm b c thang nên các danh sách này có hai ph n t  ng v i m i giá tr  duy nh t trong phân b .ậ ầ ử ứ ớ ỗ ị ấ ố

Module Cdf cung c p m t s  hàm đ  t o ra các Cdf, bao g m ấ ộ ố ể ạ ồ MakeCdfFromList, v n nh n vào ố ậ

m t dãy các giá tr  r i tr  l i Cdf c a chúng.ộ ị ồ ả ạ ủ

Sau cùng, myplot.py có các hàm tên là Cdf và Cdfs đ  v  đ  th  các Cdf d i d ng đ ng.ể ẽ ồ ị ướ ạ ườ

Hãy t i v  ả ề Cdf.py và relay.py (xem Bài t p relay) r i phát sinh m t đ  th  bi u ậ ồ ộ ồ ị ể
di n CDF c a các t c đ  ch y. Cách nào cho b n hình dung t t h n hình d ng c a phân ễ ủ ố ộ ạ ạ ố ơ ạ ủ
b , PMF hay CDF? B n có th  t i v  m t l i gi i t  ố ạ ể ả ề ộ ờ ả ừ
http://thinkstats.com/relay_cdf.py.

Quay tr  v  s  li u đi u traở ề ố ệ ề

Hình d i đây bi u di n các CDF cân n ng tr  s  sinh đ i v i tr  đ u lòng và tr  sinh sau trong b  ướ ể ễ ặ ẻ ơ ố ớ ẻ ầ ẻ ộ
s  li u NSFG.ố ệ

CDF c a cân n ng tr  s  sinh. (nsfg_birthwgt_cdf)ủ ặ ẻ ơ

Hình v  này làm cho hình d ng c a các phân b , và s  khác bi t gi a chúng, tr  nên rõ ràng h n ẽ ạ ủ ố ự ệ ữ ở ơ
nhi u. Ta có th  th y đ c trên su t phân b , tr  đ u lòng luôn nh  h n m t chút, s  khác bi t l n ề ể ấ ượ ố ố ẻ ầ ẹ ơ ộ ự ệ ớ
h n  trên giá tr  trung bình.ơ ở ị

Lúc m i sinh b n n ng bao nhiêu? N u b n không bi t, hãy h i m  ho c m t ng i ớ ạ ặ ế ạ ế ỏ ẹ ặ ộ ườ
khác bi t thông tin này. Dùng kho s  li u (t t c  ca sinh thành công) đ  tính phân b  cânế ố ệ ấ ả ể ố
n ng tr  s  sinh r i t  đó tính h ng ph n trăm c a b n. N u b n là con đ u, hãy tính ặ ẻ ơ ồ ừ ạ ầ ủ ạ ế ạ ầ
h ng ph n trăm trong phân b  dành cho tr  đ u lòng. Còn n u không thì dùng d ng ạ ầ ố ẻ ầ ế ạ
phân b  c a tr  sinh sau. S  khác bi t gi a hai h ng ph n trăm c a cân n ng b n gi a ố ủ ẻ ự ệ ữ ạ ầ ủ ặ ạ ữ
hai phân b  là bao nhiêu?ố

Gi  s  là b n và nh ng ng i cùng l p đ u tính h ng ph n trăm c a cân n ng s  sinh ả ử ạ ữ ườ ớ ề ạ ầ ủ ặ ơ
m i ng i r i sau đó tính CDF c a các h ng ph n trăm này. B n s  ch  đ i k t qu  ỗ ườ ồ ủ ạ ầ ạ ẽ ờ ợ ế ả
CDF có d ng nh  th  nào? G i ý: b n nghĩ r ng t  l  bao nhiêu trong l p s  cao h n s  ạ ư ế ợ ạ ằ ỉ ệ ớ ẽ ơ ố
trung v ?ị

http://thinkstats.com/relay_cdf.py
http://wikipedia.org/wiki/Time_complexity
https://quangchien.files.wordpress.com/2012/01/nsfg_birthwgt_cdf.png


Phân b  theo đi u ki nố ề ệ

Phân b  theo đi u ki nố ề ệ  là phân b  c a m t t p con s  li u đ c ch n l a theo m t đi u ki n nào ố ủ ộ ậ ố ệ ượ ọ ự ộ ề ệ
đó.

Ch ng h n, n u b n n ng h n m c trung bình, nh ng cao h n nhi u so v i m c trung bình, thì b n ẳ ạ ế ạ ặ ơ ứ ư ơ ề ớ ứ ạ
s  t ng đ i nh  so v i chi u cao hi n có. Sau đây là cách làm cho l i kh ng đ nh đó chu n xác ẽ ươ ố ẹ ớ ề ệ ờ ẳ ị ẩ
h n.ơ

1. Ch n ra m t nhóm ng i có cùng chi u cao v i b n (hi u theo nghĩa x p x  trong kho ng ọ ộ ườ ề ớ ạ ể ấ ỉ ả
nào đó). 

2. Tìm CDF v  cân n ng c a nh ng ng i đó. ề ặ ủ ữ ườ
3. Tính h ng ph n trăm cân n ng c a b n trong phân b  này. ạ ầ ặ ủ ạ ố

H ng ph n trăm r t có ích trong vi c so sánh nh ng k t qu  đo t  các phép th  khác nhau, ho c ạ ầ ấ ệ ữ ế ả ừ ử ặ
nh ng phép th  đ i v i các nhóm khác nhau.ữ ử ố ớ

Ch ng h n, nh ng ng i thi ch y th ng đ c nhóm theo tu i tác và gi i tính. Đ  so sánh nh ng ẳ ạ ữ ườ ạ ườ ượ ổ ớ ể ữ
ng i trong các nhóm khác nhau, b n có th  chuy n đ i th i gian ch y v  h ng ph n trăm.ườ ạ ể ể ổ ờ ạ ề ạ ầ

G n đây tôi có thi ch y gi i James Joyce Ramble 10K  Dedham MA. K t qu  đ c ầ ạ ả ở ế ả ượ
đăng trên 
http://coolrunning.com/results/10/ma/Apr25_27thAn_set1.shtm
l. Hãy đ n trang đó và tìm th i gian ch y c a tôi. Tôi x p th  97 trong t t c  là 1633 ế ờ ạ ủ ế ứ ấ ả
ng i tham gia, v y h ng ph n trăm c a tôi là bào nhiêu?ườ ậ ạ ầ ủ

 nhóm đ  tu i c a mình (M4049 có nghĩa là “nam gi i t  40 đ n 49 tu i”), tôi x p thỞ ộ ổ ủ ớ ừ ế ổ ế ứ
26 trong t ng s  256. H ng ph n trăm c a tôi là bao nhiêu trong nhóm này?ổ ố ạ ầ ủ

N u tôi v n ch y trong 10 năm t i (và tôi hi v ng là v n ch y đ c), tôi s  đ c x p ế ẫ ạ ớ ọ ẫ ạ ượ ẽ ượ ế
vào nhóm M5059. Gi  d  r ng h ng ph n trăm c a tôi trong nhóm v n không đ i, thì ả ụ ằ ạ ầ ủ ẫ ổ
tôi s  ch y ch m đi bao nhiêu?ẽ ạ ậ

Tôi duy trì ganh đua lành m nh v i m t cô sinh viên trong nhóm F2039. Cô y s  ph i ạ ớ ộ ấ ẽ ả
ch y nhanh m c nào trong cu c thi 10K s p t i đ  v t tôi v  h ng ph n trăm?ạ ứ ộ ắ ớ ể ượ ề ạ ầ

S  ng u nhiênố ẫ

CDF r t có ích trong vi c phát sinh ra các s  ng u nhiên t  m t phân b  cho tr c. Sau đây là cách ấ ệ ố ẫ ừ ộ ố ướ
làm:

• Ch n m t xác su t ng u nhiên trong kho ng t  0–1. ọ ộ ấ ẫ ả ừ

• Dùng Cdf.Value đ  tìm trong phân b  giá tr  t ng ng v i xác su t đã ch n. ể ố ị ươ ứ ớ ấ ọ

Có th  không hi n nhiên là t i sao cách này l i cho k t qu , nh ng vì s  d  th c hi n h n là gi i ể ể ạ ạ ế ả ư ẽ ễ ự ệ ơ ả
thích, nên ta hãy làm th .ử

Hãy vi t m t hàm có tên ế ộ Sample, đ  nh n vào m t Cdf và m t s  nguyên, , r i tr  l i ể ậ ộ ộ ố ồ ả ạ
m t danh sách giá tr  ch n ng u nhiên t  Cdf đó. G i ý: hãy dùng ộ ị ọ ẫ ừ ợ random.random. 
B n s  tìm th y m t l i gi i bài này  ạ ẽ ấ ộ ờ ả ở Cdf.py.

http://coolrunning.com/results/10/ma/Apr25_27thAn_set1.shtml
http://coolrunning.com/results/10/ma/Apr25_27thAn_set1.shtml


Dùng phân b  cân n ng tr  s  sinh t  NSFG, hãy phát sinh m t m u ng u nhiên g m ố ặ ẻ ơ ừ ộ ẫ ẫ ồ
1000 ph n t . Tính CDF c a m u đó. V  bi u đ  cho th y c  CDF ban đ u và CDF c a ầ ử ủ ẫ ẽ ể ồ ấ ả ầ ủ
m u ng u nhiên. V i các giá l n, hai phân b  s  ph i gi ng nhau.ẫ ẫ ớ ớ ố ẽ ả ố

Quá trình này, phát sinh m t m u ng u nhiên d a trên m t m u đo đ c, đ c g i là ộ ẫ ẫ ự ộ ẫ ạ ượ ọ l y m u l iấ ẫ ạ .

Có hai cách l y m u t  m t t ng th : có thay th  và không thay th . N u b n hình dung l y nh ng ấ ẫ ừ ộ ổ ể ế ế ế ạ ấ ữ

viên bi t  m t lừ ộ ọ1, “có thay th ” nghĩa là sau khi ch n bi l i b  vào l  (r i tr n l n), đ  cho t ng th  ế ọ ạ ỏ ọ ồ ộ ẫ ể ổ ể
không thay đ i sau m i l n l y bi. “Không thay th ” nghĩa là m i viên bi ch  có th  l y ra m t l n, ổ ỗ ầ ấ ế ỗ ỉ ể ấ ộ ầ
vì v y t ng th  còn l i s  khác đi sau m i l n l y bi.ậ ổ ể ạ ẽ ỗ ầ ấ

Trong Python, vi c l y m u có thay th  đ c th c hi n b ng ệ ấ ẫ ế ượ ự ệ ằ random.random đ  ch n m t h ng ể ọ ộ ạ

ph n trăm, ho c ầ ặ random.choice đ  ch n m t ph n t  t  m t dãy. Vi c l y m u không thay th  ể ọ ộ ầ ử ừ ộ ệ ấ ẫ ế

đ c th c hi n v i ượ ự ệ ớ random.sample.

Nh ng s  đ c phát sinh b i ữ ố ượ ở random.random đ c thi t k  đ  phân b  đ u trong ượ ế ế ể ố ề
kho ng t  0 đ n 1; nghĩa là m i giá tr  trong kho ng c n ph i có cùng xác su t.ả ừ ế ỗ ị ả ầ ả ấ

Hãy phát sinh 1000 s  b ng ố ằ random.random r i v  các đ  th  PMF và CDF c a các ồ ẽ ồ ị ủ
s  này. B n có th  nói r ng chúng phân b  đ u không?ố ạ ể ằ ố ề

B n có th  tìm hi u v  phân b  đ u  ạ ể ể ề ố ề ở
http://wikipedia.org/wiki/Uniform_distribution_(discrete).

Quay v  đ c tr ng th ng kêề ặ ư ố

M t khi b n đã tính đ c CDF, s  d  dàng tính đ c các đ c tr ng th ng kê khác. S  trung v  chínhộ ạ ượ ẽ ễ ượ ặ ư ố ố ị

là s  ph n trăm th  50ố ầ ứ 2. Các s  ph n trăm th  25 và 75 th ng đ c dùng đ  ki m tra xem li u m tố ầ ứ ườ ượ ể ể ệ ộ
phân b  có đ i x ng không, và hi u s  gi a chúng, v n đ c g i là ố ố ứ ệ ố ữ ố ượ ọ kho ng t  phân vả ứ ị, đ  đo đ  ể ộ
phân tán.

Hãy vi t m t hàm có tên ế ộ Median nh n vào m t Cdf r i tính s  trung v , và m t hàm cóậ ộ ồ ố ị ộ
tên Interquartile đ  tính kho ng t  phân v .ể ả ứ ị

Tính các s  ph n trăm th  25, 50, và 75 t  CDF cân n ng tr  s  sinh. Nh ng giá tr  này ố ầ ứ ừ ặ ẻ ơ ữ ị
có d u hi u cho th y r ng phân b  có tính đ i x ng không?ấ ệ ấ ằ ố ố ứ

Thu t ngậ ữ

h ng ph n trăm: ạ ầ
S  ph n trăm c a nh ng giá tr  trong m t phân b  nh  h n ho c b ng m t giá tr  cho tr c. ố ầ ủ ữ ị ộ ố ỏ ơ ặ ằ ộ ị ướ

CDF: 
Hàm phân b  lũy tích, m t hàm ánh x  t  các giá tr  đ n h ng ph n trăm c a chúng. ố ộ ạ ừ ị ế ạ ầ ủ

s  ph n trăm: ố ầ
Giá tr  ng v i m t h ng ph n trăm cho tr c. ị ứ ớ ộ ạ ầ ướ

phân b  theo đi u ki n: ố ề ệ
Phân b  đ c tính d a trên gi i thi t r ng m t đi u ki n nào đó đ c th a mãn. ố ượ ự ả ế ằ ộ ề ệ ượ ỏ

l y m u l i: ấ ẫ ạ
Quá trình phát sinh m t m u ng u nhiên t  m t phân b  đã đ c tính t  m t m u. ộ ẫ ẫ ừ ộ ố ượ ừ ộ ẫ

thay th : ế

https://quangchien.wordpress.com/2012/01/08/ch3-thinkstats/#fn2
http://wikipedia.org/wiki/Uniform_distribution_(discrete)
https://quangchien.wordpress.com/2012/01/08/ch3-thinkstats/#fn1


Trong quá trình l y m u, “có thay th ” đ  ch  r ng t ng th  v n gi  nguyên gi a các l n l y ấ ẫ ế ể ỉ ằ ổ ể ẫ ữ ữ ầ ấ
m u. “Không thay th ” đ  ch  r ng m i ph n t  ch  có th  đ c ch n m t l n. ẫ ế ể ỉ ằ ỗ ầ ử ỉ ể ượ ọ ộ ầ

kho ng t  phân v : ả ứ ị
Đ  đo c a s  phân tán, tính b ng hi u s  gi a các s  ph n trăm th  75 và 25. ộ ủ ự ằ ệ ố ữ ố ầ ứ

1. “Bi trong l ” là m t mô hình chu n cho các quá trình l y m u ng u nhiên (xem ọ ộ ẩ ấ ẫ ẫ

http://wikipedia.org/wiki/Urn_problem). ↩ 

2. B n có th  đã th y các đ nh nghĩa khác v  s  trung v . Đ c bi t, có tài li u nói r ng n u b n ạ ể ấ ị ề ố ị ặ ệ ệ ằ ế ạ
có m u ch a m t s  ch n các ph n t  thì trung v  là trung bình c ng c a hai ph n t  trung ẫ ứ ộ ố ẵ ầ ử ị ộ ủ ầ ử
tâm. Tr ng h p đ c bi t này th t không c n thi t, và nó có m t hi u ng kì qu c là phát ườ ợ ặ ệ ậ ầ ế ộ ệ ứ ặ
sinh ra m t giá tr  không n m trong m u. Đ n gi  tôi ch  c n bi t r ng trung v  là s  ph n ộ ị ằ ẫ ế ờ ỉ ầ ế ằ ị ố ầ
trăm th  50. Ch m h t. ứ ấ ế ↩ 

https://quangchien.wordpress.com/2012/01/08/ch3-thinkstats/#fnref2
https://quangchien.wordpress.com/2012/01/08/ch3-thinkstats/#fnref1
http://wikipedia.org/wiki/Urn_problem


Ch ng 4: Phân b  liênươ ố     t cụ
Tr  v  ở ề M c l cụ ụ  quy n sáchể

Nh ng phân b  mà chúng ta đã g p cho đ n gi  đ c g i là ữ ố ặ ế ờ ượ ọ phân b  kinh nghi mố ệ  vì chúng đ c ượ
d a trên nh ng quan sát kinh nghi m, v n là các m u có kích th c gi i h n.ự ữ ệ ố ẫ ướ ớ ạ

M t phân b  khác là ộ ố phân b  liên t cố ụ , v n đ c đ c tr ng b i m t CDF d i d ng hàm liên t c ố ượ ặ ư ở ộ ướ ạ ụ
(thay vì hàm b c thang). Nhi u hi n t ng th c t  có th  đ c x p x  b ng nh ng phân b  liên t c.ậ ề ệ ượ ự ế ể ượ ấ ỉ ằ ữ ố ụ

Phân b  lũy th aố ừ

Tôi s  b t đ u v i phân b  lũy th a vì gi i thích nó r t d . Trong th c t , các phân b  lũy th a ẽ ắ ầ ớ ố ừ ả ấ ễ ự ế ố ừ
th ng đ c b t g p khi ta quan sát m t chu i các hi n t ng và đo kho ng th i gian gi a hai hi n ườ ượ ắ ặ ộ ỗ ệ ượ ả ờ ữ ệ
t ng k  ti p, mà chúng ta g i là ượ ế ế ọ th i gian gi a hai s  ki nờ ữ ự ệ . N u các s  ki n có v  nh  x y ra ế ự ệ ẻ ư ả
đ c b t kì lúc nào thì phân b  gi a kho ng th i gian liên ti p này s  có xu h ng tuân theo m t ượ ấ ố ữ ả ờ ế ẽ ướ ộ
phân b  lũy th a. CDF c a m t phân b  lũy th a là:ố ừ ủ ộ ố ừ

CDF(x) = 1 -       e - λ    x

Thông s  λ quy t đ nh hình d ng c a phân b . Hình d i đây cho th y CDF này trông ra sao v i λ ố ế ị ạ ủ ố ướ ấ ớ
= 2.

CDF c a phân b  lũy th a. (expo_cdf)ủ ố ừ

Nói chung, giá tr  trung bình c a phân b  lũy th a b ng 1/ λ, nên tr  trung bình c a phân b  này ị ủ ố ừ ằ ị ủ ố
b ng 0,5. S  trung v  thì b ng log(2)/λ, v n x p x  b ng 0,35. Đ  xem ví d  v  m t phân b  có d ngằ ố ị ằ ố ấ ỉ ằ ể ụ ề ộ ố ạ

https://quangchien.wordpress.com/2012/01/10/ch4-thinkstats/
https://quangchien.wordpress.com/2012/03/19/think-stats-xac-su%E1%BA%A5t-th%E1%BB%91ng-ke-danh-cho-ng%C6%B0%E1%BB%9Di-l%E1%BA%ADp-trinh#toc
https://quangchien.files.wordpress.com/2012/01/expo_cdf.png


x p x  lũy th a, ta s  xét kho ng th i gian gi a hai đ a tr  chào đ i liên ti p. Vào ngày 18/12/1997, ấ ỉ ừ ẽ ả ờ ữ ứ ẻ ờ ế

có 44 tr  đ c sinh ra  m t b nh vi n t i Brisbane, Úc.ẻ ượ ở ộ ệ ệ ạ 1 Th i đi m chào đ i c a c  44 đ a bé đ cờ ể ờ ủ ả ứ ượ
đăng trên m t t  báo đ a ph ng; b n có th  t i d  li u v  t  ộ ờ ị ươ ạ ể ả ữ ệ ề ừ

http://thinkstats.com/babyboom.dat. Hình {interarrival_cdf} cho th y CDF c a ấ ủ

kho ng th i gian, tính theo phút, gi a các ca sinh. D ng nh  nó có hình d ng t a nh  m t phân bả ờ ữ ườ ư ạ ự ư ộ ố
lũy th a, nh ng làm sao ta cho th y đ c đi u này? M t cách làm và v  đ  th  c a hàm bù CDF, 1 ừ ư ấ ượ ề ộ ẽ ồ ị ủ
-  CDF(    x), theo tr c t  l  log-ụ ỉ ệ y. V i s  li u c a m t hàm lũy th a, k t qu  s  là m t đ ng th ng. ớ ố ệ ủ ộ ừ ế ả ẽ ộ ườ ẳ
Hãy xem b ng cách nào mà ta có đi u đó.ằ ề

N u b n v  hàm bù CDF (t c CCDF) c a m t b  s  li u mà b n cho r ng có phân b  lũy th a, b n ế ạ ẽ ứ ủ ộ ộ ố ệ ạ ằ ố ừ ạ
s  trông đ i m t hàm nh :ẽ ợ ộ ư

y ≈   e - λ    x

L y loga c  2 v  ta đ c:ấ ả ế ượ

log y ≈  - λ         x

Vì v y theo tr c log-ậ ụ y hàm CCDF là m t đ ng th ng v i đ  d c - λ.ộ ườ ẳ ớ ộ ố    

CDF c a các th i gian gi a hai s  ki n (interarrival_cdf)ủ ờ ữ ự ệ

http://thinkstats.com/babyboom.dat
https://quangchien.wordpress.com/2012/01/10/ch4-thinkstats/#fn1
https://quangchien.files.wordpress.com/2012/01/interarrivals.png


CCDF c a các th i gian gi a hai s  ki n (interarrival_ccdf)ủ ờ ữ ự ệ

Hình {interarrival_ccdf} cho th y CCDF c a th i gian gi a hai ca sinh n  theo tr c log-ấ ủ ờ ữ ở ụ y. Nó 
không th ng hoàn toàn, nghĩa là phân b  lũy th a ch  là m t cách x p x . Trong ph n l n tr ng ẳ ố ừ ỉ ộ ấ ỉ ầ ớ ườ
h p thì gi  thi t n n t ng  đây—vi c sinh n  có kh  năng x y ra nh  nhau b t k  gi  trong ngày—ợ ả ế ề ả ở ệ ở ả ả ư ấ ể ờ
là không hoàn toàn đúng.

V i nh ng giá tr  ớ ữ ị n nh , ta không trông đ i m t phân b  kinh nghi m kh p đúng v i ỏ ợ ộ ố ệ ớ ớ
phân b  liên t c. M t cách đánh giá ch t l ng kh p là phát sinh m t m u t  phân b  ố ụ ộ ấ ượ ớ ộ ẫ ừ ố
liên t c và xem nó h p v i s  li u đ n m c nào. Hàm ụ ợ ớ ố ệ ế ứ expovariate trong module 
random s  phát sinh các giá tr  ng u nhiên t  m t phân b  lũy th a, khi cho tr c giá ẽ ị ẫ ừ ộ ố ừ ướ
tr  c a λ. Hãy dùng nó đ  phát sinh 44 giá tr  t  m t phân b  lũy th a v i tr  trung bình ị ủ ể ị ừ ộ ố ừ ớ ị
b ng 32,6. V  CCDF lên tr c t  l  log-ằ ẽ ụ ỉ ệ y và so sánh nó v i Hình {interarrival_ccdf}. G i ớ ợ
ý: B n có th  dùng hàm ạ ể pyplot.yscale đ  d ng tr c ể ự ụ y theo thang loga.

Ho c, n u b n dùng ặ ế ạ myplot, hàm Cdf s  nh n m t tùy ch n ki u boolean có tên ẽ ậ ộ ọ ể
complement, đ  quy đ nh xem c n ph i v  đ  th  CDF hay CCDF, và các tùy ch n ể ị ầ ả ẽ ồ ị ọ
ki u chu i, ể ỗ xscale và yscale, đ  chuy n đ i các tr c; t  đó có th  v  CCDF theo ể ể ổ ụ ừ ể ẽ
tr c t  l  log-ụ ỉ ệ y:

myplot.Cdf(cdf, complement=True, xscale='linear', yscale='log') 

Hãy thu th p ngày sinh c a các sinh viên cùng l p, s p x p và tính kho ng th i gian ậ ủ ớ ắ ế ả ờ
theo ngày gi a các ngày sinh. V  đ  th  CDF c a các th i gian gi a này, cùng CCDF ữ ẽ ồ ị ủ ờ ữ
theo tr c t  l  log-ụ ỉ ệ y. Li u nó có trông gi ng m t phân b  lũy th a không?ệ ố ộ ố ừ

https://quangchien.files.wordpress.com/2012/01/interarrivals_logy.png


Phân b  Paretoố

Phân b  Pareto đ c đ t tên theo nhà kinh t  h c Vilfredo Pareto, ng i đã dùng nó đ  mô t  s  ố ượ ặ ế ọ ườ ể ả ự

phân b  m c giàu nghèo (xem ố ứ http://wikipedia.org/wiki/Pareto_distribution).

T  đó, nó đ c dùng đ  mô t  nh ng hi n t ng trong khoa h c t  nhiên và xã h i bao g m quy ừ ượ ể ả ữ ệ ượ ọ ự ộ ồ
mô các thành ph , kích c  các h t cát hay thiên th ch, quy mô cháy r ng và đ ng đ t. CDF c a ố ỡ ạ ạ ừ ộ ấ ủ
phân b  Pareto là:ố

CDF(x) = 1 - (        x /   xm) - α   

Các tham s  ố xm và α quy t đ nh v  trí và hình d ng c a phân b . ế ị ị ạ ủ ố xm là giá tr  kh  dĩ nh  nh t. Hình ị ả ỏ ấ

{pareto_cdf} cho th y CDF c a m t phân b  Pareto v i các tham s  ấ ủ ộ ố ớ ố xm = 0,5 và α = 1.

CDF c a m t phân b  Pareto. (pareto_cdf)ủ ộ ố

S  trung v  c a phân b  này là ố ị ủ ố xm21 / α    , t c là b ng 1, nh ng s  ph n trăm th  95 l i b ng 10. Th t ứ ằ ư ố ầ ứ ạ ằ ậ

khác v i phân b  lũy th a, v i s  trung v  b ng 1, thì s  ph n trăm th  95 ch  b ng 1,5. Có m t ớ ố ừ ớ ố ị ằ ố ầ ứ ỉ ằ ộ
cách ki m tra đ n gi n b ng m t th ng đ  phát hi n r ng li u m t phân b  kinh nghi m có kh p ể ơ ả ằ ắ ườ ể ệ ằ ệ ộ ố ệ ớ
v i m t phân b  Pareto hay không: trên thang log-log, hàm CCDF s  trông nh  m t đ ng th ng. ớ ộ ố ẽ ư ộ ườ ẳ
N u b n v  đ  th  CCDF c a m t m u tuân theo phân b  Pareto lên m t thang tuy n tính thì b n s  ế ạ ẽ ồ ị ủ ộ ẫ ố ộ ế ạ ẽ
trông đ i m t hàm có d ng:ợ ộ ạ

y ≈ (    x /   xm) - α   

L y loga c  hai v  ta đ c:ấ ả ế ượ

log y ≈  - α (log         x -  log     xm)

http://wikipedia.org/wiki/Pareto_distribution
https://quangchien.files.wordpress.com/2012/01/pareto_cdf.png


Vì v y n u b n v  log ậ ế ạ ẽ y theo log x, nó s  có hình d ng nh  m t đ ng th ng v i đ  d c - α và giao ẽ ạ ư ộ ườ ẳ ớ ộ ố    
đi m - α log ể     xm v i tr c tung.ớ ụ

Module random có ph ng th c ươ ứ paretovariate đ  phát sinh các giá tr  ng u ể ị ẫ
nhiên t  m t phân b  Pareto. Nó nh n vào m t tham s  α, nh ng không ph i ừ ộ ố ậ ộ ố ư ả xm. Giá tr  ị

m c đ nh cho ặ ị xm là 1; b n có th  phát sinh m t phân b  v i tham s  khác b ng cách ạ ể ộ ố ớ ố ằ

nhân phân b  này v i ố ớ xm. Hãy vi t m t hàm b c có tên ế ộ ọ paretovariate nh n vào ậ

các tham s  α và ố xm r i dùng ồ random.paretovariate đ  phát sinh các giá tr  t  ể ị ừ

m t phân b  Pareto hai tham s . Hãy dùng hàm v a vi t đ  phát sinh m t m u t  phân ộ ố ố ừ ế ể ộ ẫ ừ
b  Pareto. Tính CCDF r i v  đ  th  c a nó lên thang log-log. Li u đ  th  này có là ố ồ ẽ ồ ị ủ ệ ồ ị
đ ng th ng không? Đ  d c c a nó b ng bao nhiêu?ườ ẳ ộ ố ủ ằ

Đ  hình dung đ c phân b  Pareto, hãy t ng t ng th  gi i s  ra sao n u nh  cân n ngể ượ ố ưở ượ ế ớ ẽ ế ư ặ
c a con ng i tuân theo phân b  Pareto. Ch n các tham s  ủ ườ ố ọ ố xm = 100 cm và α = 1,7, ta 

thu đ c m t phân b  v i chi u cao t i thi u h p lý là 100 cm, và s  trung v  150 cm. ượ ộ ố ớ ề ố ể ợ ố ị
Hãy phát sinh 6 t  giá tr  ng u nhiên t  phân b  này. Giá tr  trung bình c a m u này ỉ ị ẫ ừ ố ị ủ ẫ
b ng bao nhiêu. Có m y ph n c a t ng th  v i chi u cao d i tr  trung bình? Ng i caoằ ấ ầ ủ ổ ể ớ ề ướ ị ườ
nh t trong th  gi i Pareto này s  cao bao nhiêu?ấ ế ớ ẽ

Đ nh lu t Zipf đ c là k t qu  quan sát xem m c đ  th ng xuyên mà các t  khác nhau ị ậ ượ ế ả ứ ộ ườ ừ
đ c dùng là bao nhiêu. Nh ng t  th ng dùng nh t thì có t n s  r t cao, nh ng cũng ượ ữ ừ ườ ấ ầ ố ấ ư
có nhi u t  kì l , nh  “hapaxlegomenon,” ch  xuât hi n m t s  ít l n. Đ nh lu t Zipf d  ề ừ ạ ư ỉ ệ ộ ố ầ ị ậ ự
đoán r ng trong m t văn b n, hay tác ph m (“corpus”), s  phân b  các t n s  t  v ng ằ ộ ả ẩ ự ố ầ ố ừ ự
thì có d ng x p x  Pareto. Hãy tìm m t tác ph m l n d i d ng đi n t , b ng b t kì ạ ấ ỉ ộ ẩ ớ ướ ạ ệ ử ằ ấ
ngôn ng  nào. Hãy đ m xem m i t  xu t hi n bao nhiêu l n. Tính CCDF c a s  t  đ m ữ ế ỗ ừ ấ ệ ầ ủ ố ừ ế
đ c r i v  đ  th  c a nó theo thang t  l  log-log. Li u đ nh lu t Zipf có đúng trong ượ ồ ẽ ồ ị ủ ỉ ệ ệ ị ậ
tr ng h p này không? Giá tr  α x p x  b ng bao nhiêu?ườ ợ ị ấ ỉ ằ

Phân b  Weibull là m t d ng t ng quát c a phân b  lũy th a, xu t hi n trong phân tích ố ộ ạ ổ ủ ố ừ ấ ệ
r i ro (xem ủ http://wikipedia.org/wiki/Weibull_distribution). CDF 
c a nó làủ
CDF(x) = 1 -       e - (    x / λ)    k

B n có th  tìm đ c m t phép bi n đ i nào khi n cho phân b  Weibull tr  nên gi ng ạ ể ượ ộ ế ổ ế ố ở ố
đ ng th ng không? Khi đó đ  d c và tung đ  giao đi m s  bi u th  đi u gì? Hãy dùng ườ ẳ ộ ố ộ ể ẽ ể ị ề
random.weibullvariate đ  phát sinh m t m u t  phân b  Weibull r i dùng nó để ộ ẫ ừ ố ồ ể
th  nghi m phép bi n đ i c a b n.ử ệ ế ổ ủ ạ

Phân b  chu nố ẩ

Phân b  chu n, còn g i là phân b  Gauss, là lo i th ng đ c dùng nh t vì nó mô t  r t nhi u hi n ố ẩ ọ ố ạ ườ ượ ấ ả ấ ề ệ
t ng, chí ít là g n đúng. Hóa ra còn m t lý do gi i thích đ c tính đa năng c a phân b  này, mà ta ượ ầ ộ ả ượ ủ ố
s  xét đ n trong M c {Đ nh lý gi i h n trung tâm}. Phân b  chu n có nhi u thu c tính khi n nó ẽ ế ụ ị ớ ạ ố ẩ ề ộ ế
thích h p v i vi c dùng đ  phân tích, nh ng CDF không ph i là thu c tính nh  v y. Khác v i ợ ớ ệ ể ư ả ộ ư ậ ớ
nh ng ki u phân b  khác mà ta đã xét đ n, v i phân b  chu n CDF không có d ng bi u th c chính ữ ể ố ế ớ ố ẩ ạ ể ứ
xác nào; cách làm thay th  thông d ng nh t cho CDF là d i d ng ế ụ ấ ướ ạ hàm sai số, v n là hàm đ c bi t ố ặ ệ
ký hi u b i erf(ệ ở x):

http://wikipedia.org/wiki/Weibull_distribution


Các tham s  μ và σ quy đ nh tr  trung bình và đ  l ch chu n c a phân b  này. N u các công th c ố ị ị ộ ệ ẩ ủ ố ế ứ

trên làm b n th y đau đ u thì đ ng lo; chúng r t d  vi t trong Pythonạ ấ ầ ừ ấ ễ ế 2. Có nhi u cách x p x  erf(ề ấ ỉ x) 
nhanh chóng và chính xác. B n có th  t i v  m t cách nh  v y t  ạ ể ả ề ộ ư ậ ừ

http://thinkstats.com/erf.py, v n có các hàm tên là ố erf và NormalCdf.

Hình {normal_cdf} cho th y CDF c a m t phân b  chu n v i các tham s  μ = 2,0 và σ = 0,5. Hàm ấ ủ ộ ố ẩ ớ ố
sigmoid c a đ ng cong này là m t đ c tr ng d  nh n bi t c a phân b  chu n.ủ ườ ộ ặ ư ễ ậ ế ủ ố ẩ

CDF c a m t phân b  chu n. (normal_cdf)ủ ộ ố ẩ

Trong ch ng tr c ta đã xét đ n phân b  c a cân n ng tr  s  sinh t  NSFG. Hình ươ ướ ế ố ủ ặ ẻ ơ ừ
{nsfg_birthwgt_model} cho th y CDF kinh nghi m c a cân n ng t t c  tr  đ c sinh ra và CDF c aấ ệ ủ ặ ấ ả ẻ ượ ủ
m t phân b  chu n có cùng tr  trung bình và đ  l ch chu n.ộ ố ẩ ị ộ ệ ẩ

http://thinkstats.com/erf.py
https://quangchien.wordpress.com/2012/01/10/ch4-thinkstats/#fn2
https://quangchien.files.wordpress.com/2012/01/normal_cdf.png


CDF c a cân n ng tr  s  sinh theo mô hình phân b  chu n. (nsfg_birthwgt_model)ủ ặ ẻ ơ ố ẩ

Phân b  chu n là m t mô hình h p lý cho b  s  li u này. M t ố ẩ ộ ợ ộ ố ệ ộ mô hình là m t s  gi n hóa có ích. ộ ự ả
Trong tr ng h p này, vì ta có th  tóm g n d ng phân b  ch  v i hai s , μ = 116,5 và σ = 19,9; và ườ ợ ể ọ ạ ố ỉ ớ ố
sai s  thu đ c (hi u s  gi a mô hình và s  li u) là nh . Phía d i s  ph n trăm th  10, đã có s  ố ượ ệ ố ữ ố ệ ỏ ướ ố ầ ứ ự
khác bi t gi a s  li u và mô hình; s  li u cho th y nhi u tr  nh  cân h n ta mong đ i t  phân b  ệ ữ ố ệ ố ệ ấ ề ẻ ẹ ơ ợ ừ ố
chu n. N u ta c n nghiên c u nh ng ca sinh s m thì r t c n ph i mô ph ng đúng ph n này c a phânẩ ế ầ ứ ữ ớ ấ ầ ả ỏ ầ ủ
b , vì v y có l  s  không t t n u dùng mô hình phân b  chu n.ố ậ ẽ ẽ ố ế ố ẩ

Thang Weschler đo m c thông minh c a ng i l n là phép ki m tra đ  đo trí thông ứ ủ ườ ớ ể ể
minh3. K t qu  đ c chuy n đ i sao cho phân b  c a đi m s  trong t ng th  nói chung ế ả ượ ể ổ ố ủ ể ố ổ ể
có d ng chu n v i μ = 100 và σ = 15. Hãy dùng ạ ẩ ớ erf.NormalCdf đ  kh o sát t n s  ể ả ầ ố
c a các hi n t ng hi m trong m t phân b  chu n. Có m y ph n dân s  có IQ cao h n ủ ệ ượ ế ộ ố ẩ ấ ầ ố ơ
trung bình? Có m y ph n v t trên 115? 130? 145?ấ ầ ượ

M t hi n t ng “6-sigma” là giá tr  v t m c trung bình m t kho ng cách b ng 6 l n độ ệ ượ ị ượ ứ ộ ả ằ ầ ộ
l ch chu n. Vì v y IQ c a ng i 6-sigma thì b ng 190. Trên th  gi i 6 t  ng i, có bao ệ ẩ ậ ủ ườ ằ ế ớ ỉ ườ
nhiêu ng i có IQ t  190 tr  lên?ườ ừ ở 4

Hãy v  đ  th  CDF c a th i gian mang thai cho t t c  nh ng ca sinh thành công. Li u ẽ ồ ị ủ ờ ấ ả ữ ệ
nó có d ng gi ng nh  phân b  chu n không? Hãy tính tr  trung bình và ph ng sai c a ạ ố ư ố ẩ ị ươ ủ
m u r i v  đ  th  phân b  chu n v i cùng các tham s  đó. Li u phân b  chu n có ph i làẫ ồ ẽ ồ ị ố ẩ ớ ố ệ ố ẩ ả
mô hình t t cho s  li u này không? N u b n ph i tóm t t d ng phân b  này ch  v i hai ố ố ệ ế ạ ả ắ ạ ố ỉ ớ
đ c tr ng th ng kê, thì b n s  ch n nh ng đ c tr ng nào?ặ ư ố ạ ẽ ọ ữ ặ ư

https://quangchien.wordpress.com/2012/01/10/ch4-thinkstats/#fn4
https://quangchien.wordpress.com/2012/01/10/ch4-thinkstats/#fn3
https://quangchien.files.wordpress.com/2012/01/nsfg_birthwgt_model.png


Đ  th  xác su t chu nồ ị ấ ẩ

Đ i v i các phân b  lũy th a, Pareto và Weibull, có nh ng phép bi n đ i đ n gi n mà ta cso th  ố ớ ố ừ ữ ế ổ ơ ả ể
dùng đ  ki m xem li u m t phân b  liên t c có ph i là mô hình t t cho b  s  li u hay không. Đ i ể ể ệ ộ ố ụ ả ố ộ ố ệ ố
v i phân b  chu n thì không có phép chuy n đ i nào nh  v y c , nh ng có m t cách làm thay th  làớ ố ẩ ể ổ ư ậ ả ư ộ ế
đ  th  xác su t chu nồ ị ấ ẩ . Nó đ c d a theo ượ ự rankit: n u b n phát sinh ế ạ n giá tr  t  m t phân b  chu n ị ừ ộ ố ẩ
và s p x p chúng l i, thì rankit th  s  b ng tr  trung bình c a phân b  đ i v i giá tr  th  .ắ ế ạ ứ ẽ ằ ị ủ ố ố ớ ị ứ

Hãy vi t m t hàm có tên ế ộ Sample đ  phát sinh ra 6 m u t  m t phân b  chu n v i μ = 0ể ẫ ừ ộ ố ẩ ớ
và σ = 1. Th c hi n s p x p và tr  l i các giá tr .ự ệ ắ ế ả ạ ị

Hãy vi t m t hàm có tên ế ộ Samples đ  g i ể ọ Sample 1000 l n và tr  l i m t danh sách ầ ả ạ ộ
g m 1000 danh sách.ồ

N u b n áp d ng ế ạ ụ zip cho danh sách ch a các danh sách nói trên, thì k t qu  s  là 6 ứ ế ả ẽ
danh sách v i m i danh sách ch a 1000 giá tr . Hãy tính tr  trung bình c a m i danh ớ ỗ ứ ị ị ủ ỗ
sách này r i in k t qu  ra. Tôi d  đoán r ng b n s  nh n đ c đáp s  t a nh  sau:ồ ế ả ự ằ ạ ẽ ậ ượ ố ự ư

{ - 1.2672, - 0.6418, - 0.2016, 0.2016, 0.6418, 1.2672}           

N u b n tăng s  l n g i ế ạ ố ầ ọ Sample lên, k t qu  s  h i t  v  nh ng con s  trên.ế ả ẽ ộ ụ ề ữ ố

Vi c tính chính xác rankit thì t ng đ i khó, nh ng có nh ng ph ng pháp s  đ  x p x  chúng. Và ệ ươ ố ư ữ ươ ố ể ấ ỉ
có m t cách tính m o d  th c hi n h n:ộ ẹ ễ ự ệ ơ

1. T  phân b  chu n v i μ = 0 và σ = 1, hãy phát sinh m t m u có cùng kích th c v i b  s  ừ ố ẩ ớ ộ ẫ ướ ớ ộ ố
li u hi n có, r i s p x p m u này. ệ ệ ồ ắ ế ẫ

2. S p x p các giá tr  trong b  s  li u. ắ ế ị ộ ố ệ
3. Ch m các đi m s  li u ban đ u theo các đi m ng u nhiên đ c phát sinh. ấ ể ố ệ ầ ể ẫ ượ

V i các b  d  li u l n, ph ng pháp này ho t đ ng t t. V i b  s  li u nh  h n, b n có th  c i thi n ớ ộ ữ ệ ớ ươ ạ ộ ố ớ ộ ố ệ ỏ ơ ạ ể ả ệ
nó b ng cách phát sinh ằ m (n+1) -  1 giá tr  t  m t phân b  chu n, trong đó     ị ừ ộ ố ẩ n là kích th c b  s  ướ ộ ố
li u còn ệ m là m t th a s . Sau đó b t đ u t  giá tr  th  ộ ừ ố ắ ầ ừ ị ứ m, c  cách ứ m giá tr  l i ch n m t.ị ạ ọ ộ

Ph ng th c này cũng ho t đ ng v i các phân b  khác, ch  c n b n bi t cách phát sinh ra m u ng uươ ứ ạ ộ ớ ố ỉ ầ ạ ế ẫ ẫ
nhiên.

Hình {nsfg_birthwgt_normal} là cách m o đ  v  đ c đ  th  xác su t chu n c a s  li u cân n ng ẹ ể ẽ ượ ồ ị ấ ẩ ủ ố ệ ặ
tr  s  sinh.ẻ ơ



Đ  th  xác su t chu n c a cân n ng tr  s  sinh. (nsfg_birthwgt_normal)ồ ị ấ ẩ ủ ặ ẻ ơ

Đ  cong c a đ ng này cho th y r ng có s  l ch kh i m t phân b  chu n; tuy v y, đó v n là m t ộ ủ ườ ấ ằ ự ệ ỏ ộ ố ẩ ậ ẫ ộ
mô hình dùng đ c cho nhi u m c đích.ượ ề ụ

Hãy vi t m t hàm có tên ế ộ NormalPlot nh n vào m t dãy giá tr  r i phát sinh m t đ  ậ ộ ị ồ ộ ồ
th  xác su t chu n. B n có th  t i v  m t l i gi i t  ị ấ ẩ ạ ể ả ề ộ ờ ả ừ
http://thinkstats.com/rankit.py. Hãy dùng t c đ  ch y t  ố ộ ạ ừ relay.py đ  ể
phát sinh m t đ  th  xác su t chu n. Li u r ng phân b  chu n có ph i là m t mô hình t tộ ồ ị ấ ẩ ệ ằ ố ẩ ả ộ ố
cho s  li u này không? B n có th  t i v  m t l i gi i t  ố ệ ạ ể ả ề ộ ờ ả ừ
http://thinkstats.com/relay_normal.py.

Phân b  loga chu nố ẩ

N u logarit c a m t b  các giá tr  h p thành phân b  chu n, thì b n thân các giá tr  này s  có phân ế ủ ộ ộ ị ợ ố ẩ ả ị ẽ
b  ố loga chu nẩ . CDF c a phân b  loga chu n cũng gi ng nh  CDF c a phân b  chu n khi thay log ủ ố ẩ ố ư ủ ố ẩ
x cho x.

CDFloga chu nẩ (x) = CDFchu nẩ (log x)

Các tham s  c a phân b  loga chu n th ng đ c vi t là μ và σ. Song c n nh  r ng nh ng tham s  ố ủ ố ẩ ườ ượ ế ầ ớ ằ ữ ố
này không ph i là tr  trung bình và đ  l ch chu n; tr  trung bình c a phân b  loga chu n là exp(μ + ả ị ộ ệ ẩ ị ủ ố ẩ

σ2/2) và đ  l ch chu n thì l ng nh ng h n ộ ệ ẩ ằ ằ ơ 5. Hóa ra là phân b  cân n ng c a ng i l n có d ng x p ố ặ ủ ườ ớ ạ ấ

x  loga chu n ỉ ẩ 6.

https://quangchien.wordpress.com/2012/01/10/ch4-thinkstats/#fn6
https://quangchien.wordpress.com/2012/01/10/ch4-thinkstats/#fn5
http://thinkstats.com/relay_normal.py
http://thinkstats.com/rankit.py
https://quangchien.files.wordpress.com/2012/01/nsfg_birthwgt_normal.png


“National Center for Chronic Disease Prevention and Health Promotion” đã ti n hành cu c đi u tra ế ộ ề

th ng niên nh  m t ph n c a “Behavioral Risk Factor Surveillance System” (BRFSS)ườ ư ộ ầ ủ 7. Vào năm 
2008, h  đã ph ng v n 414.509 ng i và l y các thông tin v  c u trúc dân s , s c kh e và r i ro ọ ỏ ấ ườ ấ ề ấ ố ứ ỏ ủ
liên quan đ n s c kh e.ế ứ ỏ

CDF c a cân n ng ng i l n (chuy n đ i loga). (brfss_weight_log)ủ ặ ườ ớ ể ổ

Trong s  d  li u thu th p đ c có cân n ng tính theo ki-lô c a 398.484 ng i. Hình ố ữ ệ ậ ượ ặ ủ ườ
{brfss_weight_log} trên cho th y phân b  c a log ấ ố ủ w, trong đó w là cân n ng theo ki-lô, cùng v i ặ ớ
m t mô hình phân b  chu n. Mô hình phân b  chu n kh p v i s  li u, m c dù các s  cân n ng l n ộ ố ẩ ố ẩ ớ ớ ố ệ ặ ố ặ ớ
nh t ngay c  khi l y loga v n v t quá mô hình chu n. Vì phân b  c a log ấ ả ấ ẫ ượ ẩ ố ủ w kh p v i m t phân b  ớ ớ ộ ố
chu n, ta k t lu n đ c r ng ẩ ế ậ ượ ằ w kh p v i m t phân b  loga chu n.ớ ớ ộ ố ẩ

Hãy t i s  li u BRFSS v  t  ả ố ệ ề ừ http://thinkstats.com/CDBRFS08.ASC.gz, và
mã l nh do tôi vi t đ  đ c s  li u đó t  ệ ế ể ọ ố ệ ừ http://thinkstats.com/brfss.py. 
Hãy ch y ạ brfss.py và kh ng đ nh r ng nó in ra các đ c tr ng th ng kê cho m t vài ẳ ị ằ ặ ư ố ộ
bi n. Hãy vi t m t ch ng trình đ  đ c vào cân n ng c a ng i l n t  BRFSS và phát ế ế ộ ươ ể ọ ặ ủ ườ ớ ừ
sinh các đ  th  xác su t chu n cho ồ ị ấ ẩ w và log w. B n có th  t i v  m t l i gi i t  ạ ể ả ề ộ ờ ả ừ
http://thinkstats.com/brfss_figs.py.

Phân b  c a s  dân thành ph  đ c đ  xu t l y làm ví d  cho m t hi n t ng th c t  màố ủ ố ố ượ ề ấ ấ ụ ộ ệ ượ ự ế
có th  đ c mô t  b ng m t phân b  Pareto. C c th ng kê dân s  Hoa Kỳ (U.S. Census ể ượ ả ằ ộ ố ụ ố ố
Bureau) đã xu t b n s  li u v  dân s  c a t ng thành ph  / th  tr n trên lãnh th  n c ấ ả ố ệ ề ố ủ ừ ố ị ấ ổ ướ
M . Tôi đã vi t m t ch ng trình nh  đ  t i v  s  li u này và l u nó vào m t file. B n ỹ ế ộ ươ ỏ ể ả ề ố ệ ư ộ ạ
có th  t i ch ng trình v  t  ể ả ươ ề ừ http://thinkstats.com/populations.py.

http://thinkstats.com/populations.py
http://thinkstats.com/brfss_figs.py
http://thinkstats.com/brfss.py
http://thinkstats.com/CDBRFS08.ASC.gz
https://quangchien.wordpress.com/2012/01/10/ch4-thinkstats/#fn7
https://quangchien.files.wordpress.com/2012/01/brfss_weight_log.png


1. Hãy đ c qua ch ng trình đ  n m v ng m c đích c a nó; r i ch y nó đ  t i v  ọ ươ ể ắ ữ ụ ủ ồ ạ ể ả ề
và x  lý s  li u. ử ố ệ

2. Vi t m t ch ng trình tính r i v  đ  th  phân b  c a dân s  cho 14593 thành phế ộ ươ ồ ẽ ồ ị ố ủ ố ố
và th  tr n trong b  s  li u. ị ấ ộ ố ệ

3. V  đ  th  CDF l n l t trên tr c t  l  tuy n tính và log-ẽ ồ ị ầ ượ ụ ỉ ệ ế x, t  đó hình dung đ c ừ ượ
hình d ng c a phân b  này. Sau đó v  CCDF lên tr c t  l  log-log đ  xem li u nóạ ủ ố ẽ ụ ỉ ệ ể ệ
có hình d ng đ c tr ng c a m t phân b  Pareto không. ạ ặ ư ủ ộ ố

4. Hãy th  các phép bi n đ i và ki u đ  th  khác trong ch ng này đ  xem li u có ử ế ổ ể ồ ị ươ ể ệ
mô hình nào t t h n cho b  s  li u này không. ố ơ ộ ố ệ

B n rút ra đ c k t lu n gì v  phân b  quy mô (s  dân) các thành ph  và th  tr n? B n ạ ượ ế ậ ề ố ố ố ị ấ ạ
có th  t i v  m t l i gi i t  ể ả ề ộ ờ ả ừ http://thinkstats.com/populations_cdf.py.

 Hoa Kỳ, t  ch c Internal Revenue Service (IRS) cung c p s  li u v  thu  thu nh p t iỞ ổ ứ ấ ố ệ ề ế ậ ạ
http://irs.gov/taxstats. M t trong s  các file c a h , bao g m thông tin v  ộ ố ủ ọ ồ ề
các kho n thu nh p cá nhân trong năm 2008, đ c đăng t i ả ậ ượ ạ
http://thinkstats.com/08in11si.csv. Tôi đã chuy n nó sang d ng file chể ạ ữ
CSV (“comma-separated values”); b n có th  đ c file này b ng module ạ ể ọ ằ csv.

T  b  s  li u này, hãy k t xu t phân b  c a thu nh p. Li u có d ng phân b  liên t c nào ừ ộ ố ệ ế ấ ố ủ ậ ệ ạ ố ụ
trong ch ng này là mô hình phù h p cho s  li u này không? B n có th  t i v  l i gi i ươ ợ ố ệ ạ ể ả ề ờ ả
t  ừ http://thinkstats.com/irs.py.

T i sao c n dùng mô hình?ạ ầ

 đ u ch ng này, tôi đã nói r ng nhi u hi n t ng th c t  có th  đ c mô hình hóa b i phân b  Ở ầ ươ ằ ề ệ ượ ự ế ể ượ ở ố
liên t c. B n có th  h i, “V y thì sao?”ụ ạ ể ỏ ậ

Cũng nh  t t c  mô hình, các phân b  liên t c đ u tr u t ng, theo nghĩa chúng l c b  t t c  ư ấ ả ố ụ ề ừ ượ ượ ỏ ấ ả
nh ng chi ti t nào đ c coi là th a. Ch ng h n, m t phân b  đ c quan sát có th  ch a nh ng sai ữ ế ượ ừ ẳ ạ ộ ố ượ ể ứ ữ
s  đo đ c hay nhi u đ c thù c a m u đó; các mô hình liên t c thì làm tr n t t c  nh ng bi n đ ng ố ạ ễ ặ ủ ẫ ụ ơ ấ ả ữ ế ộ
này. Mô hình liên t c cũng là m t hình th c nén d  li u. Khi m t mô hình kh p phù h p v i b  s  ụ ộ ứ ữ ệ ộ ớ ợ ớ ộ ố
li u thì m t t p h p ít các tham s  có th  tóm t t đ c c  m t l ng s  li u r t l n. Đôi khi th t ệ ộ ậ ợ ố ể ắ ượ ả ộ ượ ố ệ ấ ớ ậ
ng c nhiên khi s  li u t  m t hi n t ng t  nhiên l i kh p m t phân b  liên t c, nh ng các quan sátạ ố ệ ừ ộ ệ ượ ự ạ ớ ộ ố ụ ư
này có th  d n t i ki n th c sâu s c v  h  v t lý. Đôi khi chúng ta có th  gi i thích t i sao m t phân ể ẫ ớ ế ứ ắ ề ệ ậ ể ả ạ ộ
b  quan sát đ c l i có d ng riêng nào đó. Ch ng h n, phân b  Pareto th ng là k t qu  c a các quáố ượ ạ ạ ẳ ạ ố ườ ế ả ủ
trình phát sinh v i ph n h i tích c c (th ng g i là quá trình g n k t theo ý thích: hãy xem ớ ả ồ ự ườ ọ ắ ế

http://wikipedia.org/wiki/Preferential_attachment.).

Các phân b  liên t c r t thích h p cho vi c phân tích toán h c, nh  ta s  đ c th y  Ch ng {tính ố ụ ấ ợ ệ ọ ư ẽ ượ ấ ở ươ
toán}.

Phát sinh s  ng u nhiênố ẫ

Các CDF liên t c r t có ích trong vi c phát sinh ra s  ng u nhiên. N u có m t cách làm hi u qu  đ  ụ ấ ệ ố ẫ ế ộ ệ ả ể
tính đ c CDF ng c, ICDF(ượ ượ p), thì ta s  có th  phát sinh ra nh ng giá tr  ng u nhiên v i d ng phânẽ ể ữ ị ẫ ớ ạ
b  thích h p b ng cách ch n m t phân b  đ u t  0 đ n 1, r i ch nố ợ ằ ọ ộ ố ề ừ ế ồ ọ

x = ICDF(p)

http://wikipedia.org/wiki/Preferential_attachment
http://thinkstats.com/irs.py
http://thinkstats.com/08in11si.csv
http://irs.gov/taxstats
http://thinkstats.com/populations_cdf.py


Ch ng h n, CDF c a phân b  lũy th a làẳ ạ ủ ố ừ

p = 1 -       e - λ    x

Gi i theo ả x ta đ c:ượ

x = -  log (1 -          p) / λ

Vì v y trong Python, ta có th  vi tậ ể ế

def expovariate(lam): 
    p = random.random() 
    x = -math.log(1-p) / lam 
    return x

Tôi g i tham s  là ọ ố lam vì lambda trùng v i m t t  khóa c a Python. H u h t ph ng th c ớ ộ ừ ủ ấ ế ươ ứ

random.random có th  tr  l i giá tr  0 nh ng không th  tr  l i 1, vì v y 1 -  ể ả ạ ị ư ể ả ạ ậ     p có th  b ng 1 ể ằ

nh ng không b ng 0; đi u này t t vì log 0 là vô đ nh.ư ằ ề ố ị

Hãy vi t m t hàm có tên ế ộ weibullvariate nh n vào ậ lam và k r i tr  l i m t giá tr  ồ ả ạ ộ ị
ng u nhiên t  phân b  Weibull v i các tham s  đó.ẫ ừ ố ớ ố

Thu t ngậ ữ

phân b  kinh nghi m: ố ệ
Phân b  c a các giá tr  trong m t m u. ố ủ ị ộ ẫ

phân b  liên t c: ố ụ
Phân b  đ c mô t  b i m t hàm liên t c. ố ượ ả ở ộ ụ

kho ng th i gian gi a: ả ờ ữ
Kho ng th i gian trôi qua gi a hai s  ki n. ả ờ ữ ự ệ

hàm sai s : ố
Hàm toán h c đ c bi t, nó có tên nh  v y vì đ c tìm ra trong quá trình nghiên c u sai s  c aọ ặ ệ ư ậ ượ ứ ố ủ
phép đo đ c. ạ

đ  th  xác su t chu n: ồ ị ấ ẩ
Đ  th  bi u di n các giá tr  đã s p x p trong m t m u, theo các giá tr  đ c trông đ i c a ồ ị ể ễ ị ắ ế ộ ẫ ị ượ ợ ủ
chúng n u phân b  có d ng chu n. ế ố ạ ẩ

rankit: 
Giá tr  kì v ng c a m t ph n t  trong danh sách đã s p x p g m các giá tr  t  m t phân b  ị ọ ủ ộ ầ ử ắ ế ồ ị ừ ộ ố
chu n. ẩ

mô hình: 
M t cách gi n hóa có ích. Các phân b  liên t c th ng là mô hình t t cho nh ng phân b  kinhộ ả ố ụ ườ ố ữ ố
nghi m ph c t p h n. ệ ứ ạ ơ

tác ph m: ẩ
Ch nh th  văn b n đ c dùng làm m u phân tích ngôn ng . ỉ ể ả ượ ẫ ữ

hapaxlegomenon: 
T  xu t hi n ch  m t l n trong tác ph m. Trong quy n sách này, đ n gi  thì nó xu t hi n hai ừ ấ ệ ỉ ộ ầ ẩ ể ế ờ ấ ệ
l n. ầ

1. Ví d  này đ c d a theo thông tin và s  li u t  Dunn, “A Simple Dataset for Demonstrating ụ ượ ự ố ệ ừ
Common Distributions,” Journal of Statistics Education v.7, n.3 (1999). ↩ 

2. T  Python 3.2, th m chí còn d  h n; ừ ậ ễ ơ erf đã s n có trong module ẵ math. ↩ 

https://quangchien.wordpress.com/2012/01/10/ch4-thinkstats/#fnref2
https://quangchien.wordpress.com/2012/01/10/ch4-thinkstats/#fnref1


3. V  vi c li u đây có ph i là m t ch  đ  gây tranh cãi thú v  hay không thì b n có th  t  tìm ề ệ ệ ả ộ ủ ề ị ạ ể ự
hi u lúc r nh r i. ể ả ỗ ↩ 

4. V  ch  đ  này, b n đ c quan tâm có th  xem ề ủ ề ạ ọ ể

http://wikipedia.org/wiki/Christopher_Langan. ↩ 

5. Xem http://wikipedia.org/wiki/Log-normal_distribution. ↩ 

6. Tôi đ c khuy n cáo đi u này, có l  qua m t l i bình (không ghi chú thích)  ượ ế ề ẽ ộ ờ ở

http://mathworld.wolfram.com/LogNormalDistribution.html. Sau đó 

tôi đã tìm th y m t bài báo đ  xu t lý do và cách th c hi n phép chuy n đ i loga; đó là ấ ộ ề ấ ự ệ ể ổ
Penman and Johnson, “The Changing Shape of the Body Mass Index Distribution Curve in 
the Population,” Preventing Chronic Disease, 2006 July; 3(3): A74. B n tr c tuy n t i ả ự ế ạ

http://www.ncbi.nlm.nih.gov/pmc/articles/PMC1636707. ↩ 

7. Centers for Disease Control and Prevention (CDC). Behavioral Risk Factor Surveillance 
System Survey Data. Atlanta, Georgia: U.S. Department of Health and Human Services, 
Centers for Disease Control and Prevention, 2008. ↩ 
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Ch ng 5: Xácươ     su tấ
Tr  v  ở ề M c l cụ ụ  cu n sáchố

Trong Ch ng 2ươ , tôi đã đ  c p r ng m t xác su t có th  coi nh  t n su t, t c là t n s  bi u di n theoề ậ ằ ộ ấ ể ư ầ ấ ứ ầ ố ể ễ
t  l  so v i kích th c m u. Đó cũng là m t đ nh nghĩa c a xác su t, nh ng không ph i duy nh t. ỉ ệ ớ ướ ẫ ộ ị ủ ấ ư ả ấ
Trên th c t , đ nh nghĩa c a xác su t là m t ch  đ  gây tranh cãi.ự ế ị ủ ấ ộ ủ ề

Chúng ta s  b t đ u v i các ph n không gây tranh cãi tr c khi đi xa h n. Nói chung m i ý ki n ẽ ắ ầ ớ ầ ướ ơ ọ ế
đ u th ng nh t là xác su t là m t giá tr  s  th c trong kho ng t  0 đ n 1, v n đ c đ nh tr c là ề ố ấ ấ ộ ị ố ự ả ừ ế ố ượ ị ướ
m t đ  đo ng v i kh  năng mà m t hi n t ng nào đó d  x y ra h n so v i hi n t ng khác. ộ ộ ứ ớ ả ộ ệ ượ ễ ả ơ ớ ệ ượ
Nh ng “hi n t ng” mà ta gán cho xác su t nh  trên đ c g i là ữ ệ ượ ấ ư ượ ọ s  ki nự ệ . N u E bi u di n m t s  ế ể ễ ộ ự
ki n, thì P(E) bi u di n xác su t mà E s  x y ra. Tình hu ng mà E có th  ho c không x y ra đ c ệ ể ễ ấ ẽ ả ố ể ặ ả ượ
g i là m t ọ ộ phép thử. L y ví d , ch ng h n b n có m t con xúc s c 6 m t và mu n bi t xác su t đ  ấ ụ ẳ ạ ạ ộ ắ ặ ố ế ấ ể
gieo đ c m t “l c”. M i l n gieo là m t phép th . M i l n m t “l c” xu t hi n đ c coi là ượ ặ ụ ỗ ầ ộ ử ỗ ầ ặ ụ ấ ệ ượ thành 
công; còn nh ng phép th  khác đ u đ c coi là ữ ử ề ượ th t b iấ ạ . Nh ng thu t ng  này đ c dùng ngay c  ữ ậ ữ ượ ả
trong tình hu ng  đó “thành công” có nghĩa x u còn “th t b i” có nghĩa t t.ố ở ấ ấ ạ ố

N u ta có m t m u h u h n g m ế ộ ẫ ữ ạ ồ n phép th  và quan sát đ c ử ượ s thành công, thì xác su t thành công ấ
là s/n. N u không gian phép th  là vô h n thì vi c đ nh nghĩa xác su t s  ph i khéo h n m t chút, ế ử ạ ệ ị ấ ẽ ả ơ ộ
nh ng đa s  m i ng i đ u s n lòng ch p nh n nh ng kh ng đ nh xác su t v  m t chu i các phép ư ố ọ ườ ề ẵ ấ ậ ữ ẳ ị ấ ề ộ ỗ
th  gi ng h t nhau (đi u này có tính gi  t ng), nh  vi c tung đ ng xu ho c gieo xúc s c. Chúng ta ử ố ệ ề ả ưở ư ệ ồ ặ ắ
b t đ u g p r c r i khi nói v  xác su t c a nh ng s  ki n duy nh t. Ch ng h n, có th  ta mu n bi t ắ ầ ặ ắ ố ề ấ ủ ữ ự ệ ấ ẳ ạ ể ố ế
xác su t m t ng c  viên s  th ng cu c b u c . Nh ng vì m i cu c b u c  là duy nh t, nên không ấ ộ ứ ử ẽ ắ ộ ầ ử ư ỗ ộ ầ ử ấ
có m t chu i các phép th  gi ng nhau đ  xét. Trong nh ng tr ng h p nh  th  này có ng i s  nói ộ ỗ ử ố ể ữ ườ ợ ư ế ườ ẽ
r ng khái ni m v  xác su t không dùng đ c. Đi u này đôi khi đ c g i là ằ ệ ề ấ ượ ề ượ ọ đ nh nghĩa theo t n ị ầ
su tấ  vì theo đó xác su t đ c c tính t  t n su t. Vì không có m t lo t nh ng phép th  gi ng nào ấ ượ ướ ừ ầ ấ ộ ạ ữ ử ố
nên s  không có xác su t. Đ nh nghĩa theo t n su t thì an toàn v  tri t lý, nh ng r t bó bu c vì nó ẽ ấ ị ầ ấ ề ế ư ấ ộ
h n ch  ph m vi c a xác su t ch  trong nh ng h  v t lý ho c là ng u nhiên (nh  phân rã nguyên t ) ạ ế ạ ủ ấ ỉ ữ ệ ậ ặ ẫ ư ử
ho c là không th  d  đoán đ c mà ta bu c ph i mô ph ng nh  là ng u nhiên (ch ng h n con xúc ặ ể ự ượ ộ ả ỏ ư ẫ ẳ ạ
s c khi gieo). B t c  đi u gì liên quan đ n con ng i thì mi n bàn đ n.ắ ấ ứ ề ế ườ ễ ế

M t cách làm khác là ộ thuy t Bayesế , trong đó đ nh nghĩa xác su t nh  là m c đ  tin c y r ng m t sị ấ ư ứ ộ ậ ằ ộ ự
ki n s  x y ra. Theo đ nh nghĩa này, khái ni m xác su t có th  đ c áp d ng trong h u h t m i ệ ẽ ả ị ệ ấ ể ượ ụ ầ ế ọ
tr ng h p. M t khó khăn đ i v i xác su t Bayes là nó ph  thu c vào tr ng thái ki n th c c a m i ườ ợ ộ ố ớ ấ ụ ộ ạ ế ứ ủ ỗ
ng i; nh ng ng i v i thông tin khác nhau có th  có nh ng c p đ  tin c y khác nhau v  cùng m t ườ ữ ườ ớ ể ữ ấ ộ ậ ề ộ
s  ki n. Vì lý do này, nhi u ng i cho r ng xác su t Bayes mang tính ch  quan nhi u h n so v i ự ệ ề ườ ằ ấ ủ ề ơ ớ
xác su t tính theo t n su t. L y ví d , xác su t đ  ông Thaksin Shinawatra là th  t ng Thái Lan ấ ầ ấ ấ ụ ấ ể ủ ướ
b ng bao nhiêu? M t ng i ng h  quan đi m t n su t s  nói r ng không có xác su t cho s  ki n ằ ộ ườ ủ ộ ể ầ ấ ẽ ằ ấ ự ệ
này vì không có lo t phép th  nào. Thaksin ho c là th  t ng, ho c không ph i; đi u này không canạ ử ặ ủ ướ ặ ả ề
h  gì đ n xác su t.ệ ế ấ

Trái l i, ng i ng h  quan đi m Bayes s  s n lòng n đ nh m t xác su t cho s  ki n này d a trên ạ ườ ủ ộ ể ẽ ẵ ấ ị ộ ấ ự ệ ự
hi n tr ng ki n th c c a ng i đó. Ch ng h n, n u b n nh  r ng có m t cu c b o lo n giành chính ệ ạ ế ứ ủ ườ ẳ ạ ế ạ ớ ằ ộ ộ ạ ạ
quy n  Thái Lan vào năm 2006, và b n ch c r ng Thaksin chính là ông th  t ng b  l t đ , thì b n ề ở ạ ắ ằ ủ ướ ị ậ ổ ạ

https://quangchien.wordpress.com/2012/01/11/ch5-thinkstats/
https://quangchien.wordpress.com/2012/01/03/ch2-thinkstats/
https://quangchien.wordpress.com/2012/03/19/think-stats-xac-su%E1%BA%A5t-th%E1%BB%91ng-ke-danh-cho-ng%C6%B0%E1%BB%9Di-l%E1%BA%ADp-trinh#toc


s  có th  gán m t xác su t b ng 0,1; t c là v n dành ch  cho m t kh  năng nh  là b n nh  nh m, ẽ ẻ ộ ấ ằ ứ ẫ ỗ ộ ả ỏ ạ ớ ầ
ho c Thaksin tái đ c c .ặ ắ ử

N u b n tra Wikipedia, b n có th  th y r ng Thaksin không ph i là th  t ng Thái Lan (t i th i ế ạ ạ ể ấ ằ ả ủ ướ ạ ờ
đi m cu n sách này đ c vi t). D a trên thông tin này, b n có th  s a l i c tính cho xác su t ch  ể ố ượ ế ự ạ ể ử ạ ướ ấ ỉ
còn 0,01; t c là có xét đ n kh  năng Wikipedia b  nh m l n.ứ ế ả ị ầ ẫ

Các quy t c v i xác su tắ ớ ấ

V i các xác su t theo t n su t, chúng ta có th  rút ra nh ng quy t c g n v i xác su t c a nh ng s  ớ ấ ầ ấ ể ữ ắ ắ ớ ấ ủ ữ ự
ki n khác nhau. Có l  trong s  nh ng quy t c ki u này thì th ng đ c biêt đ n rõ nh t là:ệ ẽ ố ữ ắ ể ườ ượ ế ấ

P(A và B) = P(A) P(B)     L u ý: không ph i lúc nào cũng đúng!ư ả

trong đó P(A và B) là xác su t mà c  hai hi n t ng A và B đ u x y ra. Công th c này d  nh ; song ấ ả ệ ượ ề ả ứ ễ ớ
v n đ  duy nh t là ấ ề ấ không ph iả  lúc nào nó cũng đúng. Công th c này ch  dùng đ c khi A và B là ứ ỉ ượ
đ c l pộ ậ , có nghĩa là n u tôi bi t r ng A đã x y ra, thì đi u đó ch ng làm thay đ i xác su t c a B, và ế ế ằ ả ề ẳ ổ ấ ủ
ng c l i. Ch ng h n, n u A là vi c tung đ ng xu đ  đ c m t ng a, và B là vi c gieo xúc s c và ượ ạ ẳ ạ ế ệ ồ ể ượ ặ ử ệ ắ
đ c m t “nh t”, thì A và B là đ c l p nhau, vì tung đ ng xu ch ng cho tôi bi t thêm gì v  vi c gieoượ ặ ấ ộ ậ ồ ẳ ế ề ệ
xúc s c. Nh ng n u tôi gieo hai con xúc s c, và A là vi c đ c ít nh t m t m t “l c”, và B là đ c ắ ư ế ắ ệ ượ ấ ộ ặ ụ ượ
hai m t l c, thì A và B không đ c l p, vì n u tôi đã bi t r ng A x y ra r i, thì xác su t x y ra B cao ặ ụ ộ ậ ế ế ằ ả ồ ấ ả
h n, và n u tôi bi t B đã x y ra r i, thì xác su t c a A b ng 1. Khi A và B không đ c l p nhau, ơ ế ế ả ồ ấ ủ ằ ộ ậ
th ng ta s  c n tính xác su t có đi u ki n, P(A|B), v n là xác su t c a A khi bi t r ng B đã x y ra:ườ ẽ ầ ấ ề ệ ố ấ ủ ế ằ ả
P(A∣B) =   P(A và B) /   P(B)
T  đó ta có th  rút ra h  th c t ng quátừ ể ệ ứ ổ

P(A và B) = P(A) P(B|A)

Công th c này có th  không d  nh  b ng, nh ng n u b n d ch ra ngôn ng  nói thì nó s  có nghĩa: ứ ể ễ ớ ằ ư ế ạ ị ữ ẽ
“Kh  năng x y ra c  hai s  ki n b ng kh  năng x y ra s  ki n th  nh t, và sau đó là s  ki n th  hai ả ả ả ự ệ ằ ả ả ự ệ ứ ấ ự ệ ứ
khi s  ki n th  nh t đã x y ra.”ự ệ ứ ấ ả

Không có gì đ c bi t v  th  t  các s  ki n, do đó ta có th  vi tặ ệ ề ứ ự ự ệ ể ế

P(A và B) = P(B) P(A|B)

Các h  th c này đúng b t k  A và B có đ c l p hay không. N u chúng đ c l p nhau, thì P(A|B) = ệ ứ ấ ể ộ ậ ế ộ ậ
P(A), và ta quay v  đi m xu t phát.ề ể ấ

Vì t t c  các xác suât đ u có kho ng t  0 đ n 1, nên d  th y đ cấ ả ề ả ừ ế ễ ấ ượ

P(A và B) ≤ P(A)   

Đ  hình dung đ c đi u này, hãy t ng t ng m t câu l c b  ch  k t n p nh ng ng i có đ c tiêu ể ượ ề ưở ượ ộ ạ ộ ỉ ế ạ ữ ườ ượ
chu n nào đó, A. Bây gi , gi  s  h  b  sung m t tiêu chu n n a, B. D ng nh  hi n nhiên là câu ẩ ờ ả ử ọ ổ ộ ẩ ữ ườ ư ể
l c b  s  b  thu nh  đi, ho c s  gi  nguyên n u m i thành viên ai cũng th a mãn B. Nh ng có m t ạ ộ ẽ ị ỏ ặ ẽ ữ ế ọ ỏ ư ộ
s  tình hu ng mà m i ng i l i phân tích ki u bài toán này r t kém. Các b n có th  tham kh o ố ố ọ ườ ạ ể ấ ạ ể ả
nh ng ví d  và bình lu n v  đi u này  ữ ụ ậ ề ề ở

http://wikipedia.org/wiki/Conjunction_fallacy.

http://wikipedia.org/wiki/Conjunction_fallacy


N u tôi gieo hai con xúc s c và thu đ c t ng là 8, thì có bao nhiêu ph n kh  năng m t ế ắ ượ ổ ầ ả ộ
con xúc s c có m t l c?ắ ặ ụ

N u tôi gieo 100 con xúc s c, có bao nhiêu ph n kh  năng thu đ c toàn m t l c? Bao ế ắ ầ ả ượ ặ ụ
nhiêu kh  năng không thu đ c m t l c nào?ả ượ ặ ụ

Nh ng câu h i sau đây đ c ch nh l i t  ngu n Mlodinow, ữ ỏ ượ ỉ ạ ừ ồ The Drunkard’s Walk.

1. N u m t gia đình có hai con, thì kh  năng có hai con gái là bao nhiêu? ế ộ ả
2. N u m t gia đình có hai con và ta đã bi t r ng có ít nh t m t con gái, thì kh  ế ộ ế ằ ấ ộ ả

năng có hai con gái là bao nhiêu? 
3. N u m t gia đình có hai con và ta đã bi t r ng con l n là m t con gái, thì kh  ế ộ ế ằ ớ ộ ả

năng có hai con gái là bao nhiêu? 
4. N u m t gia đình có hai con và ta đã bi t r ng có ít nh t m t đ a con gái có tên ế ộ ế ằ ấ ộ ứ

là Florida, thì kh  năng có hai con gái là bao nhiêu? ả

B n có th  gi  s  r ng xác su t đ  m t đ a bé b t kì là gái thì b ng 1/2, và các đ a tr  ạ ể ả ử ằ ấ ể ộ ứ ấ ằ ứ ẻ
trong m t gia đình là các phép th  đ c l p (theo m i nghĩa). B n cũng có th  gi  s  ộ ử ộ ậ ọ ạ ể ả ử
r ng t  l  ph n trăm c a nh ng đ a bé gái có tên là Florida thì r t nh .ằ ỉ ệ ầ ủ ữ ứ ấ ỏ

Monty Hall

Bài toán Monty Hall có th  không ph i là câu h i d  gây tranh cãi nh t trong l ch s  môn h c xác ể ả ỏ ễ ấ ị ử ọ
su t. Tình hu ng r t đ n gi n, nh ng câu tr  l i đúng l i th t ph n tr c giác đ n n i nhi u ng i ấ ố ấ ơ ả ư ả ờ ạ ậ ả ự ế ỗ ề ườ
không th  ch p nh n đ c nó, và nhi u ng i thông minh đã t  làm khó mình không ch  vì đã đoán ể ấ ậ ượ ề ườ ự ỉ
sai, mà còn lý s  đ  bênh v c cái sai, ngay tr c công chúng.ự ể ự ướ

Monty Hall có th i là ch  biên c a sô di n ờ ủ ủ ễ Let’s Make a Deal. Bài toán Monty Hall đ c d a trên ượ ự
m t trò ch i th ng xuyên c a ch ng trình này. N u b n đ c nh p vai ng i ch i thì m i vi c s  ộ ơ ườ ủ ươ ế ạ ượ ậ ườ ơ ọ ệ ẽ
x y ra nh  sau:ả ư

• Monty ch  cho b n th y ba cánh c a đóng kín và nói r ng có m t ph n th ng sau m i cánh ỉ ạ ấ ử ằ ộ ầ ưở ỗ

c a: m t gi i là chi c xe h i, hai gi i th ng còn l i thì kém giá tr  h n, ch ng h n kem l c ử ộ ả ế ơ ả ưở ạ ị ơ ả ạ ạ
và móng tay gi . Gi i th ng đ c s p x p ng u nhiên. ả ả ưở ượ ắ ế ẫ

• M c đích c a trò ch i là đoán cánh c a nào đang che chi c xe h i. N u b n đoán đúng, b n ụ ủ ơ ử ế ơ ế ạ ạ

s  đ c th ng chi c xe đó. ẽ ượ ưở ế
• Vì v y b n ch n m t cánh c a, mà ta s  g i là c a A. Ta g i các cánh c a kia là B và C. ậ ạ ọ ộ ử ẽ ọ ử ọ ử

• Tr c khi m  cánh c a mà b n đã ch n, Monty mu n tăng m c đ  gay c n b ng cách m  ướ ở ử ạ ọ ố ứ ộ ấ ằ ở

cánh c a B ho c C, mà không có xe  sau. (Ngay c  n u có xe sau c a A, Monty v n có th  ử ặ ở ả ế ử ẫ ể
m  c a B ho c C đ c, và h  s  ch n m  c a ng u nhiên). ở ử ặ ượ ọ ẽ ọ ở ử ẫ

• Sau đó Monty cho b n l a ch n ho c là gi  nguyên cánh c a đã ch n, ho c là chuy n sang ạ ự ọ ặ ữ ử ọ ặ ể

cánh c a còn l i v n đang đóng. ử ạ ẫ

Câu h i là, li u b n nên “gi  nguyên” hay “chuy n” ho c hai đi u này ch ng khác gì? Ph n l n ỏ ệ ạ ữ ể ặ ề ẳ ầ ớ
chúng ta đ u có tr c giác m nh r ng có chuy n hay gi  cũng ch ng khác gì; v i suy lu n là, còn haiề ự ạ ằ ể ữ ẳ ớ ậ
cánh c a thì kh  năng xe  sau c a A là 50%.ử ả ở ử

Nh ng đi u này sai. Th t ra, kh  năng đoán đúng n u b n c  gi  c a A ch  còn 1/3; n u b n chuy n ư ề ậ ả ế ạ ố ữ ử ỉ ế ạ ể
thì s  có kh  năng 2/3. Tôi s  gi i thích t i sao, nh ng cũng không trông đ i là b n tin tôi ngay.ẽ ả ẽ ả ạ ư ợ ạ



V n đ  mâu ch t đ  nh n th y đi u này là có ba tình hu ng có th : xe  sau cánh c a A, B, ho c C. ấ ề ố ể ậ ấ ề ố ể ở ử ặ
Vì gi i th ng đ c s p x p ng u nhiên nên xác su t c a m i tình hu ng này đ u b ng 1/3.ả ưở ượ ắ ế ẫ ấ ủ ỗ ố ề ằ

N u chi n thu t c a b n là gi  nguyên c a A, thì b n ch  giành gi i trong tình hu ng A, t c là v i ế ế ậ ủ ạ ữ ử ạ ỉ ả ố ứ ớ
xác su t b ng 1/3.ấ ằ

N u chi n thu t c a b n là chuy n, thì b n s  giành gi i trong c  tình hu ng B ho c C, nh  v y xác ế ế ậ ủ ạ ể ạ ẽ ả ả ố ặ ư ậ
su t t ng h p đ  giành gi i s  là 2/3.ấ ổ ợ ể ả ẽ

N u b n v n không ch u thuy t ph c b i l p lu n này, thì b n có v n đ  cũng nh  nhi u ng i khác.ế ạ ẫ ị ế ụ ở ậ ậ ạ ấ ề ư ề ườ
Khi m t ng i b n trình bày l i gi i này cho Paul Erdos, ông đã tr  l i, “Không, không th  nào. ộ ườ ạ ờ ả ả ờ ể

Đi u này là không th . Đúng ra là không có khác bi t nào.ề ể ệ 1”

M i lý lu n đ u không th  thuy t ph c đ c ông. Cu i cùng ph i nh  đ n mô ph ng b ng máy tính ọ ậ ề ể ế ụ ượ ố ả ờ ế ỏ ằ
thì ông m i ch u tin.ớ ị

Hãy vi t m t ch ng trình đ  mô ph ng bài toán Monty Python r i dùng nó đ  c tính ế ộ ươ ể ỏ ồ ể ướ
xác su t giành gi i n u b n gi  nguyên và n u b n chuy n.ấ ả ế ạ ữ ế ạ ể

Sau đó hãy đ c l i bàn lu n xoay quanh bài toán này t i ọ ờ ậ ạ
http://wikipedia.org/wiki/Monty_Hall_problem.

B n th y cách nào thuy t ph c h n, ch ng trình mô ph ng hay lý l , và t i sao?ạ ấ ế ụ ơ ươ ỏ ẽ ạ

Đ  hi u đ c bài toán Monty Hall, đi u quan tr ng là nh n th y đ c b ng cách ch n ể ể ượ ề ọ ậ ấ ượ ằ ọ
c a đ  m , Monty đã cho b n thông tin. Đ  th y đ c t i sao đi u này l i có ích, hãy ử ể ở ạ ể ấ ượ ạ ề ạ
hình dung tr ng h p mà Monty không bi t xe n m sau c a nào, và h  ch n ng u nhiênườ ợ ế ằ ử ọ ọ ẫ
c a B ho c C. N u h  m  đ c trúng vào c a có xe, thì trò ch i k t thúc, b n thua, mà ử ặ ế ọ ở ượ ử ơ ế ạ
còn không đ c quy n ch n gi  nguyên ho c chuy n n a.ượ ề ọ ữ ặ ể ữ

N u không nh  v y, b n còn th y nên gi  hay chuy n?ế ư ậ ạ ấ ữ ể

Poincare

Henri Poincare t ng là m t nhà toán h c ng i Pháp d y  tr ng Sorbonne vào kho ng nh ng ừ ộ ọ ườ ạ ở ườ ả ữ
năm 1900. L i đ n sau đây v  ông có th  đã đ c thêu d t, nh ng nó tr  thành m t bài toán xác ờ ồ ề ể ượ ệ ư ở ộ
su t thú v . Gi  s  r ng Poincare nghi ng  là x ng s n xu t bánh mì  làng ông đang bán  bánh ấ ị ả ử ằ ờ ưở ả ấ ở ổ
mì nh  h n kh i l ng niêm y t là 1 kg, vì v y h ng ngày ông đ u mua m t  bánh, mang v  nhà ẹ ơ ố ượ ế ậ ằ ề ộ ổ ề
và đem cân lên. Đ n cu i năm, ông v  đ  th  phân b  k t qu  cân r i cho th y k t qu  này kh p v i ế ố ẽ ồ ị ố ế ả ồ ấ ế ả ớ ớ
m t phân b  chu n có tr  trung bình 950 g và đ  l ch chu n 50 g. Ông mang b ng ch ng này đ n ộ ố ẩ ị ộ ệ ẩ ằ ứ ế
c nh sát, và h  c nh cáo ch  x ng bánh. Sang năm t i, Poincare ti p t c thói quen cân bánh mì ả ọ ả ủ ưở ớ ế ụ
m i ngày. Và đ n cu i năm, ông th y r ng kh i l ng b ng 1000 g đúng nh  yêu c u, nh ng m t ỗ ế ố ấ ằ ố ượ ằ ư ầ ư ộ
l n n a ông có ý ki n v i c nh sát, và l n này h  l i ph t x ng bánh. Vì sao? Vì hình d ng c a ầ ữ ế ớ ả ầ ọ ạ ạ ưở ạ ủ
phân b  b t đ i x ng. Không nh  phân b  chu n, nó b  l ch sang ph i, t c là th ng nh t v i gi  ố ấ ố ứ ư ố ẩ ị ệ ả ứ ố ấ ớ ả
thuy t r ng th  làm bánh v n s n xu t  bánh 950 g, nh ng c  ý bán cho Poincare nh ng  n ng ế ằ ợ ẫ ả ấ ổ ư ố ữ ổ ặ
h n.ơ

Hãy vi t m t ch ng trình đ  mô ph ng ng i th  bánh khi ch n ế ộ ươ ể ỏ ườ ợ ọ n  t  m t phân b  ổ ừ ộ ố
v i tr  trung bình 950 g và đ  l ch chu n 50 g, r i bán cho Poincare nh ng chi c n ng ớ ị ộ ệ ẩ ồ ữ ế ặ

http://wikipedia.org/wiki/Monty_Hall_problem
https://quangchien.wordpress.com/2012/01/11/ch5-thinkstats/#fn1


nh t. Giá tr  nào c a ấ ị ủ n cho ta phân b  có tr  trung bình b ng 1000 g? Đ  l ch chu n ố ị ằ ộ ệ ẩ
b ng bao nhiêu?ằ

Hãy so sánh d ng phân b  này v i m t phân b  chu n có cùng tr  trung bình và đ  l ch ạ ố ớ ộ ố ẩ ị ộ ệ
chu n. Li u s  khác bi t v  hình d ng phân b  có đ  rõ ràng đ  thuy t ph c đ c ng iẩ ệ ự ệ ề ạ ố ủ ể ế ụ ượ ườ
c nh sát không?ả

N u b n đi khiêu v   đó các c p đ c ch n ng u nhiên thì có bao nhiêu ph n trăm ế ạ ụ ở ặ ượ ọ ẫ ầ
nh ng c p khác phái có ng i ph  n  cao h n nam gi i? Trong BRFSS (xem M c ữ ặ ườ ụ ữ ơ ớ ụ
[phân b  loga chu n]), phân b  c a chi u cao con ng i có d ng x p x  chu n v i các ố ẩ ố ủ ề ườ ạ ấ ỉ ẩ ớ
tham s  μ = 178 cm và σố 2 = 59,4 cm  nam gi i, và μ = 163 cm và σở ớ 2 = 52,8 cm  n  ở ữ
gi i. [* L u ý: M c dù ch  này tôi vi t gi ng sách g c dùng đ n v  cm cho σớ ư ặ ỗ ế ố ố ơ ị 2 nh ng ư
chính ra đ n v  ph i là cmơ ị ả 2. *] Cũng ph i nói thêm, b n có th  nh n th y r ng đ  l ch ả ạ ể ậ ấ ằ ộ ệ
chu n c a nam gi i thì l n h n và t  h i r ng li u chi u cao c a nam gi i có bi n đ ng ẩ ủ ớ ớ ơ ự ỏ ằ ệ ề ủ ớ ế ộ
nhi u h n không. Đ  so sánh đ  bi n đ ng gi a các nhóm, c n ph i tính ề ơ ể ộ ế ộ ữ ầ ả h  s  bi n ệ ố ế
đ ngộ , v n là t  l  gi a đ  l ch chu n v i tr  trung bình, σ/μ. Theo đ  đo này, chi u cao ố ỉ ệ ữ ộ ệ ẩ ớ ị ộ ề
c a n  gi i có bi n đ ng cao h n m t chút.ủ ữ ớ ế ộ ơ ộ

M t quy t c khác v  xác su tộ ắ ề ấ

Hai s  ki n đ c g i là ự ệ ượ ọ xung kh c t ng hắ ươ ỗ n u ch  m t trong s  chúng có th  x y ra, vì v y các ế ỉ ộ ố ể ả ậ
xác su t đi u ki n đ u b ng 0:ấ ề ệ ề ằ

P(A|B) = P(B|A) = 0

Trong tr ng h p này, d  tính đ c xác su t c a t ng s  ki n:ườ ợ ễ ượ ấ ủ ừ ự ệ

P(A ho c B) = P(A) + P(B) L u ý: không ph i lúc nào cũng đúng.ặ ư ả

Nh ng nh  r ng đi u này ch  áp d ng đ c khi các s  ki n xung kh c t ng h . Nói chung, xác ư ớ ằ ề ỉ ụ ượ ự ệ ắ ươ ỗ
su t c a A ho c B ho c c  hai thì b ng:ấ ủ ặ ặ ả ằ

P(A ho c B) = P(A) + P(B) -  P(A và B)ặ    

Lý do ta ph i tr  đi P(A và B) là vì n u không thì nó s  đ c tính hai l n. Ch ng h n, n u tôi tung 2 ả ừ ế ẽ ượ ầ ẳ ạ ế
đ ng xu thì kh  năng ít nh t m t m t s p s  b ng 1/2 + 1/2 -  1/4. Tôi ph i tr  đi 1/4 vì n u không ồ ả ấ ộ ặ ấ ẽ ằ ả ừ ế   
tôi s  tính tr ng h p c  2 đ u ng a là hai l n. V n đ  s  còn rõ h n nêu tôi tung 3 đ ng xu.ẽ ườ ợ ả ề ử ầ ấ ề ẽ ơ ồ

N u tôi gieo hai con xúc s c thì kh  năng gieo đ c ít nh t m t m t l c s  b ng bao ế ắ ả ượ ấ ộ ặ ụ ẽ ằ
nhiêu?

Công th c chung đ  tính xác su t c a A ho c B nh ng không ph i c  hai là gì?ứ ể ấ ủ ặ ư ả ả

Phân b  nh  th cố ị ứ

N u tôi gieo 100 con xúc s c thì kh  năng thu đ c toàn b  m t l c là (1 / 6)ế ắ ả ượ ộ ặ ụ     100. Và kh  năng ả

không đ c m t l c nào thì b ng (5 / 6)ượ ặ ụ ằ     100.

Nh ng tr ng h p nh  v y r t d , nh ng t ng quá h n, chúng ta có th  mu n bi t kh  năng thu ữ ườ ợ ư ậ ấ ễ ư ổ ơ ể ố ế ả
đ c ượ k m t l c, v i m i giá tr  c a ặ ụ ớ ọ ị ủ k t  0 đ n 100. Câu tr  l i là ừ ế ả ờ phân b  nh  th cố ị ứ , v n có PMF ố
sau:



PMF(k) =   Cn
kpk(1 -   p)n -   k

trong đó n là s  phép th , ố ử p là xác su t thành công, và ấ k là s  l n thành công. ố ầ H  s  nh  th cệ ố ị ứ  đ c ượ
đ c là “n ch n k”, và nó có th  đ c tính tr c ti p nh  sau:ọ ọ ể ượ ự ế ư

Cn
k =   n! /   k!(n -   k)!

ho c theo cách truy h i sau:ặ ồ

Cn
k =   Cn - 1   

k +   Cn - 1   
k - 1   

v i hai tr ng h p c  b n: n u ớ ườ ợ ơ ả ế n = 0 thì k t qu  s  b ng 0; n u ế ả ẽ ằ ế k = 0 thì k t qu  s  b ng 1. N u t i ế ả ẽ ằ ế ả

v  ề http://thinkstats.com/thinkstats.py, b n s  th y m t hàm có tên ạ ẽ ấ ộ binom đ  tính ể

h  s  nh  th c khá hi u qu .ệ ố ị ứ ệ ả

N u b n tung đ ng xu 100 l n, b n s  trông đ i 50 m t ng a, nh ng xác su t đ  có ế ạ ồ ầ ạ ẽ ợ ặ ử ư ấ ể
đ c chính xác 50 m t ng a thì b ng bao nhiêu?ượ ặ ử ằ

Chu i th ng l i và nh ng bàn tay vàngỗ ắ ợ ữ

Chúng ta th ng không có tr c giác t t v  nh ng quá trình ng u nhiên. N u b n yêu c u ng i khácườ ự ố ề ữ ẫ ế ạ ầ ườ
vi t ra các s  “ng u nhiên”, h  s  có xu h ng t o ra các dãy s  trông có v  ng u nhiên, nh ng th cế ố ẫ ọ ẽ ướ ạ ố ẻ ẫ ư ự
ra là tr t t  h n so v i các dãy ng u nhiên theo đúng nghĩa. Ng c l i, khi b n cho h  xem m t ậ ự ơ ớ ẫ ượ ạ ạ ọ ộ
chu i s  ng u nhiên th c s , thông th ng h  s  có xu h ng tìm ra nh ng quy lu t mà th c ra ỗ ố ẫ ự ự ườ ọ ẽ ướ ữ ậ ự
không có  chu i s  đó.ở ỗ ố

M t ví d  cho hi n t ng th  hai nói trên là có nhi u ng i tin vào “chu i th ng” trong th  thao: ộ ụ ệ ượ ứ ề ườ ỗ ắ ể
m t ng i ch i thành công g n đây đ c g i là “bàn tay vàng;” m t ng i ch i khác không thành ộ ườ ơ ầ ượ ọ ộ ườ ơ
công b ng thì g i là “h t th i.” Các nhà th ng kê đã ki m tra nh ng gi  thi t này trong m t lo t các ằ ọ ế ờ ố ể ữ ả ế ộ ạ

môn th  thao, và k t qu  th ng nh t là không có th  gì g i là chu i th ng.ể ế ả ố ấ ứ ọ ỗ ắ 2 N u b n gi  s  r ng m iế ạ ả ử ằ ỗ
c  g ng có tính đ c l p v i nh ng c  g ng tr c đó thì s  th y đ c r ng hi m khi x y ra chu i ố ắ ộ ậ ớ ữ ố ắ ướ ẽ ấ ượ ằ ế ả ỗ
chi n th ng ho c th t b i liên ti p. Nh ng chu i th ng hi n h u đó không đ  đ  ch ng t  có m i ế ắ ặ ấ ạ ế ữ ỗ ắ ệ ữ ủ ể ứ ỏ ố
liên h  gì gi a nh ng n  l c k  ti p. M t hi n t ng có liên quan là o t ng c m, v n là xu th  ệ ữ ữ ỗ ự ế ế ộ ệ ượ ả ượ ụ ố ế
nhìn th y nh ng c m trong các m u hình không gian hoàn toàn ng u nhiên (xem ấ ữ ụ ẫ ẫ

http://wikipedia.org/wiki/Clustering_illusion). Đ  ki m tra xem r ng li u s  ể ể ằ ệ ự

hi n h u c a m t c m thì có ý nghĩa hay không, chúng ta có th  mô ph ng đ ng thái c a m t h  ệ ữ ủ ộ ụ ể ỏ ộ ủ ộ ệ
ng u nhiên đ  xem li u nó có th  t o ra m t c m t ng t  không. Quá trình này đ c g i là mô ẫ ể ệ ể ạ ộ ụ ươ ự ượ ọ
ph ng ỏ Monte Carlo vì vi c phát sinh các s  ng u nhiên g i cho ta nh  v  các sòng b c (và Monte ệ ố ẫ ợ ớ ề ạ
Carlo n i ti ng v  sòng b c).ổ ế ề ạ

N u có 10 ng i ch i m t tr n bóng r  và trong tr n m i ng i ném 15 qu , m i qu  cóế ườ ơ ộ ậ ổ ậ ỗ ườ ả ỗ ả
xác su t trúng b ng 50% thì xác su t mà b n s  th y trong m t tr n đ u có ít nh t m t ấ ằ ấ ạ ẽ ấ ộ ậ ấ ấ ộ
ng i ném đ c li n 10 qu  là bao nhiêu? N u b n xem c  mùa gi i g m 82 tr n thì khườ ượ ề ả ế ạ ả ả ồ ậ ả
năng b n s  th y đ c ít nh t m t c u th  ném đ c trúng li n 10 qu  hay tr t li n 10 ạ ẽ ấ ượ ấ ộ ầ ủ ượ ề ả ượ ề
qu  là bao nhiêu? Bài toán này cho th y m t m nh và m t y u c a mô ph ng Monte ả ấ ặ ạ ặ ế ủ ỏ
Carlo. M t đi m m nh là vi t đ c ch ng trình mô ph ng th ng d  đàng và nhanh ộ ể ạ ế ượ ươ ỏ ườ ễ
chóng, mà không c n ph i có ki n th c cao siêu v  xác suât. Còn đi m y u là  ch  cầ ả ế ứ ề ể ế ở ỗ ướ
tính xác su t c a m t s  ki n hi m có th  s  m t nhi u th i gian! Vi c phân tích m t ấ ủ ộ ự ệ ế ể ẽ ấ ề ờ ệ ộ
chút có th  s  giúp b t đ c nhi u tính toán.ể ẽ ớ ượ ề

http://wikipedia.org/wiki/Clustering_illusion
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Vào năm 1941 Joe DiMaggio đã có chu i 56 tr n li n m ch mà m i tr n đ u ít nh t 1 ỗ ậ ề ạ ỗ ậ ầ ấ
l n đánh trúng.ầ 3 Nhi u c  đ ng viên bóng chày cho r ng đây là chu i thành tích l n ề ổ ộ ằ ỗ ớ
nh t trong b t kì môn th  thao nào có trong l ch s , vì nó quá hi m khi x y ra. Hãy dùngấ ấ ể ị ử ế ả
phép mô ph ng Monte Carlo đ  c tính xác su t mà m t c u th  trong gi i bóng chày ỏ ể ướ ấ ộ ầ ủ ả
liên đoàn [Major League] s  đánh đ c chu i liên ti p 57 tr n ho c cao h n trong ẽ ượ ỗ ế ậ ặ ơ
kho ng 100 năm t i.ả ớ

M t c m ung th  đ c Centers for Disease Control (CDC) đ nh nghĩa là “s  ca ung th  ộ ụ ư ượ ị ố ư
cao h n d  tính x y ra trong m t nhóm ng i  m t khu v c đ a lý trong su t m t ơ ự ả ộ ườ ở ộ ự ị ố ộ
kho ng th i gian.ả ờ 4” Nhi u ng i di n gi i c m ung th  nh  là m t b ng ch ng cho ề ườ ễ ả ụ ư ư ộ ằ ứ
hi m h a môi tr ng, nh ng nhi u nhà khoa h c và th ng kê h c nghĩ r ng vi c nghiên ể ọ ườ ư ề ọ ố ọ ằ ệ
c u c m ung th  ch  phí th i gian.ứ ụ ư ỉ ờ 5 T i sao? M t trong s  các lý do là vì nh n di n c mạ ộ ố ậ ệ ụ
ung th  là m t tr ng h p kinh đi n thu c v  S  ng  nh n c a x  th  (xem ư ộ ườ ợ ể ộ ề ự ộ ậ ủ ạ ủ
http://wikipedia.org/wiki/Texas_sharpshooter_fallacy). M c dù ặ
v y, khi ai đó báo cáo v  m t c m ung th , CDC bu c ph i ti n hành đi u tra. Theo ậ ề ộ ụ ư ộ ả ế ề
trang web c a h : [t m d ch]ủ ọ ạ ị

“Các đi u tra viên xây d ng m t đ nh nghĩa v  ‘ca’, m t khung th i gian ề ự ộ ị ề ộ ờ
nghiên c u, và t ng th  đang ch u r i ro. Sau đó h  s  tính s  ca đ c trông ứ ổ ể ị ủ ọ ẽ ố ượ
đ i r i so sánh v i s  ca quan sát đ c. M t nhóm s  đ c xác nh n là có ợ ồ ớ ố ượ ộ ẽ ượ ậ
t n t i n u t  l  gi a s  quan sát đ c / s  trông đ i l n h n 1.0, và s  khác ồ ạ ế ỉ ệ ữ ố ượ ố ợ ớ ơ ự
bi t là có ý nghĩa th ng kê.”ệ ố

1. Gi  s  r ng m t căn b nh ung th  nào đó có quan sát th y 1 ca trong s  1000 ả ử ằ ộ ệ ư ấ ố
ng i m i năm. N u b n theo m t nhóm 100 ng i nh t đ nh trong su t 10 năm,ườ ỗ ế ạ ộ ườ ấ ị ố
thì b n trông đ i s  g p 1 ca. N u b n th y 2 ca, thì đi u đó cũng không quá ạ ợ ẽ ặ ế ạ ấ ề
ng c nhiên, nh ng h n 2 ca s  r t hi m.Hãy vi t m t ch ng trình đ  mô ph ng ạ ư ơ ẽ ấ ế ế ộ ươ ể ỏ
m t s  đông các nhóm theo quãng th i gian 10 năm r i c tính phân b  c a ộ ố ờ ồ ướ ố ủ
t ng s  các ca. ổ ố

2. M t quan sát đ c coi là có ý nghĩa v  th ng kê n u xác su t c a riêng nó, g i làộ ượ ề ố ế ấ ủ ọ
giá tr  p, nh  h n 5%. Trong m t nhóm 100 ng i su t 10 năm, b n s  g p bao ị ỏ ơ ộ ườ ố ạ ẽ ặ
nhiêu ca có tiêu chu n trên? ẩ

3. Bây gi  hãy t ng t ng nh  b n chia t ng th  10000 ng i thành 100 nhóm r iờ ưở ượ ư ạ ổ ể ườ ồ
theo dõi h  su t 10 năm. Có kh  năng bao nhiêu là ít nh t m t nhóm trong đó có ọ ố ả ấ ộ
c m “có ý nghĩa th ng kê” xu t hi n? Bao nhiêu n u ta yêu c u giá tr  p b ng ụ ố ấ ệ ế ầ ị ằ
1%.? 

4. Bây gi , t ng t ng là b n s p x p 10000 ng i vào m t l i g m 100 ×  100 ờ ưở ượ ạ ắ ế ườ ộ ướ ồ    
ô r i theo dõi h  trong vòng 10 năm. Có bao nhiêu ph n kh  năng có ít nh t m t ồ ọ ầ ả ấ ộ
kh i g m 10 ×  10 ô trong l i ban đ u có m t c m v i ý nghĩa th ng kê? ố ồ ướ ầ ộ ụ ớ ố   

5. Cu i cùng, hãy t ng t ng là b n dõi theo m t l i g m 10000 ng i trong ố ưở ượ ạ ộ ướ ồ ườ
su t 30 năm. Có bao nhiêu ph n kh  năng s  có m t kho ng th i gian 10 năm ố ầ ả ẽ ộ ả ờ
trong đó t n t i ít nh t m t kh i 10 ×  10 ô trong l i có c m v i ý nghĩa th ng ồ ạ ấ ộ ố ướ ụ ớ ố   
kê? 

Đ nh lý Bayesị

Đ nh lý Bayes phát bi u v  m i liên h  gi a các xác su t đi u ki n c a hai bi n c . M t xác su t ị ể ề ố ệ ữ ấ ề ệ ủ ế ố ộ ấ
đi u ki n, th ng đ c vi t P(A|B) là xác su t đ  Bi n c  A s  x y ra khi ta bi t r ng Bi n c  B đã ề ệ ườ ượ ế ấ ể ế ố ẽ ả ế ằ ế ố
x y ra r i. Đ nh lý Bayes phát bi u r ng:ả ồ ị ể ằ
P(A∣B) =   P(B∣A) P(A) /   P(B)
Đ  th y đ c đi u này là đúng, ta c n vi t P(A và B), v n là xác su t đ  c  A và B đ u xu t hi nể ấ ượ ề ầ ế ố ấ ể ả ề ấ ệ

http://wikipedia.org/wiki/Texas_sharpshooter_fallacy
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P(A và B) = P(A) P(B|A)

Nh ng cũng đúng n u vi tư ế ế

P(A và B) = P(B) P(A|B)

Vì v yậ

P(B) P(A|B) = P(A) P(B|A)

Chia c  hai v  cho P(B) ta đ c đ nh lý Bayes.ả ế ượ ị 6 Đ nh lý Bayes th ng đ c di n đ t nh  m t ị ườ ượ ễ ạ ư ộ
kh ng đ nh v  cách th c mà m t b ng ch ng, E, làm nh h ng đ n xác su t c a m t gi  thi t, H:ẳ ị ề ứ ộ ằ ứ ả ưở ế ấ ủ ộ ả ế
P(H∣E) =   P(H) P(E∣H) /   P(E)
B ng l i nói, ph ng trình này phát bi u r ng xác su t c a H sau khi b n đã th y E b ng tích c a ằ ờ ươ ể ằ ấ ủ ạ ấ ằ ủ
P(H), v n b ng xác su t c a H tr c khi b n th y b ng ch ng này, và t  s  gi a P(E|H), xác su t c aố ằ ấ ủ ướ ạ ấ ằ ứ ỉ ố ữ ấ ủ
vi c th y b ng ch ng v i gi  đ nh r ng H đúng, v i P(E), xác su t c a vi c th y b ng ch ng trong ệ ấ ằ ứ ớ ả ị ằ ớ ấ ủ ệ ấ ằ ứ
b t kì tr ng h p nào (H đúng ho c sai). Cách phát bi u này c a đ nh lý Bayes đ c g i là di n gi iấ ườ ợ ặ ể ủ ị ượ ọ ễ ả
tính “thay đ i theo th i gian” vì nó mô t  xác su t c a m t gi  thi t đ c ổ ờ ả ấ ủ ộ ả ế ượ c p nh tậ ậ  theo th i gian ờ
nh  th  nào, th ng là t  quan đi m c a b ng ch ng m i.  đây, P(H) đ c g i là xác su t ư ế ườ ừ ể ủ ằ ứ ớ Ở ượ ọ ấ tiên 
nghi mệ  còn P(H|E) đ c g i là xác su t ượ ọ ấ h u nghi mậ ệ . P(E|H) là đ  đo kh  năngộ ả  c a b ng ch ng, ủ ằ ứ
còn P(E) là h ng s  chu n hóaằ ố ẩ . M t cách s  d ng kinh đi n c a đ nh lý Bayes là vi c di n gi i k t ộ ử ụ ể ủ ị ệ ễ ả ế
qu  khám y khoa. Ch ng h n, vi c khám đ nh kỳ đ  phát hi n tr ng h p dùng thu c b  c m đang ả ẳ ạ ệ ị ể ệ ườ ợ ố ị ấ
ngày càng ph  bi n trong các công s  và tr ng h c (Xem ổ ế ở ườ ọ

http://aclu.org/drugpolicy/testing.). Các công ty th c hi n nh ng đ t ki m tra này ự ệ ữ ợ ể

kh ng đ nh r ng: phép ki m tra r t nh y, có nghĩa là r t d  thu đ c k t qu  d ng tính n u có ẳ ị ằ ể ấ ạ ấ ễ ượ ế ả ươ ế
thu c (hay metabolite) trong m u; đ ng th i cũng r t đ c hi u, nghĩa là r t d  nh n đ c k t qu  âmố ẫ ồ ờ ấ ặ ệ ấ ễ ậ ượ ế ả

tính n u không có thu c. Nghiên c u ti n hành b i Journal of the American Medical Associationế ố ứ ế ở 7 
c tính đ c r ng các phép ki m tra thu c nói chung đ  nh y vào kho ng 60% và đ  đ c hi u ướ ượ ằ ể ố ộ ạ ả ộ ặ ệ

kho ng 99%.ả

Bây gi  gi  s  nh  các phép th  này đ c áp d ng cho m t đoàn nhân viên trong đó t  l  th t c a ờ ả ử ư ử ượ ụ ộ ỉ ệ ậ ủ
vi c dùng thu c là 5%. V i nh ng nhân viên có k t qu  d ng tính, s  có bao nhiêu ng i th c s  ệ ố ớ ữ ế ả ươ ẽ ườ ự ự
dùng thu c?ố

Theo cách làm c a Bayes, ta mu n tính xác su t c a vi c dùng thu c khi bi t tr c phép th  d ng ủ ố ấ ủ ệ ố ế ướ ử ươ
tính, P(D|E). Đ nh lu t Bayes cho ta:ị ậ
P(D∣E) =   P(D) P(E∣D) /   P(E)
Xác su t tiên nghi m, P(D) là xác su t dùng thu c tr c khi ta th y k t qu  c a ki m tra, v n b ng ấ ệ ấ ố ướ ấ ế ả ủ ể ố ằ
5%. Đ  đo kh  năng, P(E|D), là xác su t c a m t k t qu  d ng tính khi có dùng thu c, v n chính ộ ả ấ ủ ộ ế ả ươ ố ố
là đ  nh y.ộ ạ

H ng s  chu n hóa, P(E) h i khó l ng giá h n m t chút. Ta ph i xét hai tr ng h p, P(E|D) và ằ ố ẩ ơ ượ ơ ộ ả ườ ợ
P(E|n), trong đó n là gi  thi t r ng ng i đ c ki m tra không dùng thu c:ả ế ằ ườ ượ ể ố

P(E) = P(D) P(E|D) + P(n) P(E|n)

Xác su t c a m t k t qu  d ng tính nh m, P(E|ấ ủ ộ ế ả ươ ầ n), b ng ph n bù c a đ  đ c hi u, hay 1%. Ghép ằ ầ ủ ộ ặ ệ
chúng l i v i nhau, ta cóạ ớ
P(D∣E) =   P(D) P(E∣D) / [    P(D) P(E∣D) +   P(N) P(E∣N)]
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Thay các gíá tr  đã cho vào bi u th c này ta đ c P(D|E) = 0,76; đi u đó có nghĩa là trong s  nh ngị ể ứ ượ ề ố ữ
ng i d ng tính sau khi ki m tra, c  kho ng 4 ng i thì có 1 ng i th t ra không dùng thu c.ườ ươ ể ứ ả ườ ườ ậ ố

Hãy vi t m t ch ng trình nh n vào t  l  dùng thu c th c s , các đ  nh y và đ  đ c ế ộ ươ ậ ỉ ệ ố ự ự ộ ạ ộ ặ
hi u c a phép th , r i dùng đ nh lý Bayes đ  tính P(D|E).ệ ủ ử ồ ị ể

Gi  s  r ng phép th  này đ c áp d ng cho qu n th  trong đó t  l  dùng thu c th c t  ả ử ằ ử ượ ụ ầ ể ỉ ệ ố ự ế
b ng 1%. Xác su t đ  m t ng i nào đó v i k t qu  d ng tính đúng là ng i đã dùng ằ ấ ể ộ ườ ớ ế ả ươ ườ
thu c b ng bao nhiêu?ố ằ

Bài t p này đ c l y t  ậ ượ ấ ừ
http://wikipedia.org/wiki/Bayesian_inference.

“Gi  s  r ng có hai bát đ ng đ y bánh. Bát 1 có 10 bánh sô-cô-la và 30 ả ử ằ ự ầ
chi c bánh th ng, trong khi Bát 2 có 20 chi c bánh m i lo i. Anh b n Fred ế ườ ế ỗ ạ ạ
ch n m t bát ng u nhiên, r i ch n ng u nhiên m t chi c bánh. Hóa ra đây làọ ộ ẫ ồ ọ ẫ ộ ế
m t chi c bánh th ng. H i kh  năng Fred đã ch n bánh t  Bát 1 là bao ộ ế ườ ỏ ả ọ ừ
nhiêu?”

Các viên sô-cô-la M&M màu xanh lam đ c ra m t vào năm 1995. Tr c đó, t  l  tr n ượ ắ ướ ỉ ệ ộ
l n sô-cô-la trong m i gói M&M là (30% Nâu, 20% Vàng, 20% Đ , 10% Xanh l c, ẫ ỗ ỏ ụ
10% Cam, 10% Màu da). Sau này đ c đ i thành (24% Xanh lam, 20% Xanh l c, 16% ượ ổ ụ
Da cam, 14% Vàng, 13% Đ , 13% Nâu).ỏ

M t c u b n tôi có hai gói M&M, và anh cho tôi bi t r ng m t gói t  năm 1994 và gói ộ ậ ạ ế ằ ộ ừ
kia t  năm 1996. Anh không b o tôi bi t gói nào, mà đ a tôi m t viên M&M t  m i túi. ừ ả ế ư ộ ừ ỗ
M t viên màu vàng và viên kia màu xanh l c. H i xác su t đ  viên M&M màu vàng ộ ụ ỏ ấ ể
thu c v  túi năm 1994 b ng bao nhiêu?ộ ề ằ

Bài t p này đ c ch nh l i t  ngu n MacKay, ậ ượ ỉ ạ ừ ồ Information Theory, Inference, và 
Learning Algorithms: Elvis Presley có ng i anh sinh đôi nh ng đã m t lúc v a chào ườ ư ấ ừ
đ i. Theo Wikipedia thì thông tin v  các c p sinh đôi nh  sau:ờ ề ặ ư

“Các c p sinh đôi chi m kho ng 1,9% s  dân trên th  gi i, trong đó sinh đôiặ ế ả ố ế ớ
cùng tr ng chi m kho ng 0,2% t ng s  dân—hay 8% các c p sinh đôi.”ứ ế ả ổ ố ặ

V y xác su t đ  Elvis có ng i anh sinh đôi cùng tr ng là bao nhiêu?ậ ấ ể ườ ứ

Thu t ngậ ữ

bi n c : ế ố
Đi u có th  x y ra ho c không, v i m t xác su t nào đó. ề ể ả ặ ớ ộ ấ

phép th : ử
M t trong chu i các d p mà m t bi n c  có th  x y ra. ộ ỗ ị ộ ế ố ể ả

thành công: 
Phép th  trong đó m t bi n c  đã x y ra. ử ộ ế ố ả

th t b i: ấ ạ
Phép th  trong đó không có bi n c  nào x y ra. ử ế ố ả

thuy t t n su t: ế ầ ấ
Cách di n gi i ch t ch  v  xác su t ch  áp d ng đ c v i m t dãy các phép th  đ ng nh t. ễ ả ặ ẽ ề ấ ỉ ụ ượ ớ ộ ử ồ ấ

thuy t Bayes: ế

http://wikipedia.org/wiki/Bayesian_inference


Cách di n gi i t ng quát h n có dùng đ n xác su t đ  bi u di n m t m c đ  tin c y mang tínhễ ả ổ ơ ế ấ ể ể ễ ộ ứ ộ ậ
ch  quan. ủ

đ c l p: ộ ậ
Hai bi n c  đ c g i là đ c l p n u s  xu t hi n c a bi n c  này không làm nh h ng đ n ế ố ượ ọ ộ ậ ế ự ấ ệ ủ ế ố ả ưở ế
xác su t c a bi n c  kia. ấ ủ ế ố

h  s  bi n thiên: ệ ố ế
M t đ c tr ng th ng kê nh m tóm t t đ  phân tán, đ c chu n hóa theo xu th  trung tâm, đ  ộ ặ ư ố ằ ắ ộ ượ ẩ ế ể
so sánh gi a các phân b  có tr  trung bình khác nhau. ữ ố ị

mô ph ng Monte Carlo: ỏ
Ph ng pháp tính xác su t b ng cách mô ph ng nh ng quá trình ng u nhiên (xem ươ ấ ằ ỏ ữ ẫ
http://wikipedia.org/wiki/Monte_Carlo_method). 

c p nh t: ậ ậ
Quá trình dùng d  li u đ  tính l i m t xác su t. ữ ệ ể ạ ộ ấ

tiên nghi m: ệ
Xác su t tr c khi đ c c p nh t b ng đ nh lý Bayes. ấ ướ ượ ậ ậ ằ ị

h u nghi m: ậ ệ
Xác su t đ c tính theo đ nh lý Bayes. ấ ượ ị

đ  đo kh  năng c a b ng ch ng: ộ ả ủ ằ ứ
M t thu t ng  trong đ nh lý Bayes, đó là xác su t c a b ng ch ng đóng vai trò là đi u ki n ộ ậ ữ ị ấ ủ ằ ứ ề ệ
cho m t gi  thi t. ộ ả ế

h ng s  chu n hóa: ằ ố ẩ
M u s  c a Đ nh lý Bayes, đ c dùng đ  chu n hóa k t qu  thành m t xác su t. ẫ ố ủ ị ượ ể ẩ ế ả ộ ấ

1. Xem Hoffman, The Man Who Loved Only Numbers, page 83. ↩ 
2. Ch ng h n, xem ngu n Gilovich, Vallone và Tversky, “The hot hvà in basketball: On the ẳ ạ ồ

misperception of random sequences,” 1985. ↩ 
3. Xem http://wikipedia.org/wiki/Hitting_streak. ↩ 

4. Ngu n: ồ http://cdc.gov/nceh/clusters/about.htm. ↩ 

5. Xem Gawvafe, “The Cancer Cluster Myth,” New Yorker, Feb 8, 1997. ↩ 
6. Xem http://wikipedia.org/wiki/Q.E.D.! ↩ 

7. Tôi l y nh ng con s  này t  Gleason và Barnum, “Predictive Probabilities In Employee ấ ữ ố ừ

Drug-Testing,” t i ạ http://piercelaw.edu/risk/vol2/winter/gleason.htm.

↩ 
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Ch ng 6: Các phép toán đ i v i phânươ ố ớ     bố
Tr  v  ở ề M c l cụ ụ  cu n sáchố

Đ  b t đ i x ngộ ấ ố ứ

Đ  b t đ i x ngộ ấ ố ứ  là m t đ c tr ng th ng kê đ  đo m c b t đ i x ng c a m t phân b . V i m t ộ ặ ư ố ể ứ ấ ố ứ ủ ộ ố ớ ộ

chu i giá tr  cho tr c, ỗ ị ướ xi, đ  b t đ i x ng c a m u là:ộ ấ ố ứ ủ ẫ

g1 = m3/m2
3/2

m2 = 1/n ∑i(xi – μ)2

m3 = 1/n ∑i(xi – μ)3

B n có th  nh n ra r ng ạ ể ậ ằ m2 là đ  l ch bình ph ng trung bình (còn đ c g i là ph ng sai); ộ ệ ươ ượ ọ ươ m3 là 

đ  l ch l p ph ng trung bình.ộ ệ ậ ươ

Đ  b t đ i x ng âm cho th y m t phân b  “l ch qua trái;” có nghĩa là nó tr i dài sang phía trái ộ ấ ố ứ ấ ộ ố ệ ả
nhi u h n là sang ph i. Đ  b t đ i x ng d ng cho th y m t phân b  l ch qua ph i.ề ơ ả ộ ấ ố ứ ươ ấ ộ ố ệ ả

Trên th c t , vi c tính toán đ  b t đ i x ng c a m t m u th ng không ph i là cách làm hay. M t ự ế ệ ộ ấ ố ứ ủ ộ ẫ ườ ả ộ

đi m bi t l p, n u có m t, s  làm nh h ng đ n ể ệ ậ ế ặ ẽ ả ưở ế g1 không theo t  l  thông th ng.ỉ ệ ườ

M t cách khác đ  đánh giá đ  b t đ i x ng c a m t phân b  là nhìn vào t ng quan gi a tr  trung ộ ể ộ ấ ố ứ ủ ộ ố ươ ữ ị
bình và s  trung v . Các giá tr  c c h n s  có nh h ng nhi u đ n tr  trung bình h n là đ n s  trungố ị ị ự ạ ẽ ả ưở ề ế ị ơ ế ố
v , vì v y n u m t phân b  b  l ch trái thì tr  trung bình s  nh  h n s  trung v .ị ậ ế ộ ố ị ệ ị ẽ ỏ ơ ố ị

H  s  b t đ i x ng trung v  c a Pearsonệ ố ấ ố ứ ị ủ  là m t cách đo khác đ i v i đ  b t đ i x ng, trong đó ộ ố ớ ộ ấ ố ứ

th  hi n rõ quan h  gi a tr  trung bình, μ, và s  trung v , μể ệ ệ ữ ị ố ị 1/2:

gp = 3(μ – μ1/2)/σ

Đ c tr ng th ng kê này ặ ư ố v ngữ , theo nghĩa nó ít b  nh h ng b i các đi m bi t l p.ị ả ưở ở ể ệ ậ

Hãy vi t m t hàm có tên ế ộ Skewness đ  tính ể g1 c a m t m u.ủ ộ ẫ

Hãy tính đ  b t đ i x ng c a các phân b  th i gian mang thai và cân n ng tr  s  sinh. ộ ấ ố ứ ủ ố ờ ặ ẻ ơ
Nh ng kêt qu  này có th ng nh t v i hình d ng c a các phân b  không?ữ ả ố ấ ớ ạ ủ ố

Hãy vi t m t hàm có tên ế ộ PearsonSkewness đ  tính ể gp cho nh ng phân b  này. Hãy ữ ố

so sánh gp v i ớ g1.

“Hi u ng H  Wobegon” là m t tên đ t hài h cệ ứ ồ ộ ặ ướ 1 cho thói t  huy nự ễ , v n là xu h ng ố ướ
c a ng i đánh giá quá cao kh  năng c a b n thân so v i ng i xung quanh. Ch ng ủ ườ ả ủ ả ớ ườ ẳ
h n, m t s  cu c kh o sát cho th y trên 80% ng i đ c h i tin r ng h  lái xe t t h n ạ ộ ố ộ ả ấ ườ ượ ỏ ằ ọ ố ơ
các tài x  bình th ng (xem ế ườ
http://wikipedia.org/wiki/Illusory_superiority).
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N u ta di n gi i “bình th ng” [ch  kh  năng lái xe] là trung v , thì k t qu  này v  logic ế ễ ả ườ ỉ ả ị ế ả ề
s  không th  t n t i, nh ng n u “bình th ng” là tr  trung bình, thì k t qu  này v n có ẽ ể ồ ạ ư ế ườ ị ế ả ẫ
th , m c dù không d  x y ra.ể ặ ễ ả

Có m y ph n trăm dân s  có nhi u h n s  chân trung bình?ấ ấ ố ề ơ ố

T  ch c Internal Revenue Service (IRS) c a Hoa Kỳ cung c p s  li u v  thu  thu nh p ổ ứ ủ ấ ố ệ ề ế ậ
và các con s  th ng kê khác, t i ố ố ạ http://irs.gov/taxstats. N u đã làm Bài t p ế ậ
irs thì b n đã t ng làm vi c v i s  li u này. N u ch a, b n có th  làm theo nh ng h ngạ ừ ệ ớ ố ệ ế ư ạ ể ữ ướ
d n trong bài đó đ  l y đ c các phân b  v  thu th p t  b  s  li u.ẫ ể ấ ượ ố ề ậ ừ ộ ố ệ

Có bao nhiêu ph n dân s  đã báo cáo thu nh p ch u thu  d i m c trung bình?ầ ố ậ ị ế ướ ứ

Hãy tính s  trung v , tr  trung bình, đ  b t đ i x ng và thông s  này theo cách tính c a ố ị ị ộ ấ ố ứ ố ủ
Pearson, đ i v i s  li u thu nh p. Vì s  li u đã đ c chia ngăn, b n s  ph i tính g n ố ớ ố ệ ậ ố ệ ượ ạ ẽ ả ầ
đúng.

H  s  Gini là m t đ  đo m c b t bình đ ng v  thu nh p. B n có th  tìm hi u  ệ ố ộ ộ ứ ấ ẳ ề ậ ạ ể ể ở
http://wikipedia.org/wiki/Gini_coefficient r i vi t m t hàm có tên ồ ế ộ
Gini đ  tính h  s  này cho phân b  thu nh p.ể ệ ố ố ậ

G i ý: dùng PMF đ  tính đ  khác bi t trung bình t ng đ i (xem ợ ể ộ ệ ươ ố
http://wikipedia.org/wiki/Mean_difference).

B n có th  t i v  m t l i gi i cho bài t p này t  ạ ể ả ề ộ ờ ả ậ ừ
http://thinkstats.com/gini.py.

Bi n ng u nhiênế ẫ

Bi n ng u nhiênế ẫ  bi u di n m t quá trình phát sinh ra m t s  ng u nhiên. Bi n ng u nhiên th ng ể ễ ộ ộ ố ẫ ế ẫ ườ
đ c kí hi u b ng ch  in, nh  ượ ệ ằ ữ ư X. Khi b n th y m t bi n nh  v y, b n có th  hình dung là “m t giá ạ ấ ộ ế ư ậ ạ ể ộ
tr  đ c l a ch n t  m t phân b .”ị ượ ự ọ ừ ộ ố

Ch ng h n, đ nh nghĩa chính th c c a hàm phân b  lũy tích là:ẳ ạ ị ứ ủ ố

CDF X(X) = Pr(X ≤      X)

Tôi đã tránh cách vi t này su t đ n gi  vì nó r t x u, nh ng cách hi u c a nó là th  này: CDF c a ế ố ế ờ ấ ấ ư ể ủ ế ủ
m t bi n ng u nhiên ộ ế ẫ X, đ c tính t i m t giá tr  ượ ạ ộ ị X c  th , thì đ c đ nh nghĩa b ng xác su t mà m t ụ ể ượ ị ằ ấ ộ
giá tr  đ c phát sinh b i quá trình ng u nhiên ị ượ ở ẫ X nh  h n ho c b ng ỏ ơ ặ ằ X.

Là m t nhà khoa h c máy tính, tôi đã th y r t có ích khi hình dung m t bi n ng u nhiên nh  m t ộ ọ ấ ấ ộ ế ẫ ư ộ

đ i t ng có m t ph ng th c, t m g i là ố ượ ộ ươ ứ ạ ọ generate; ph ng th c này dùng m t quá trình ng u ươ ứ ộ ẫ

nhiên đ  phát sinh ra giá tr .ể ị

Ch ng h n, sau đây là m t đ nh nghĩa l p bi u th  các bi n ng u nhiên:ẳ ạ ộ ị ớ ể ị ế ẫ

class RandomVariable(object):
    """Parent class for all random variables.""" 

Và sau đây là m t bi n ng u nhiên v i m t phân b  lũy th a:ộ ế ẫ ớ ộ ố ừ

class Exponential(RandomVariable): 
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    def __init__(self, lam): 
        self.lam = lam 

    def generate(self): 
        return random.expovariate(self.lam)

Ph ng th c kh i t o đã nh n vào tham bi n, λ, r i l u nó d i d ng thu c tính. Ph ng th c ươ ứ ở ạ ậ ế ồ ư ướ ạ ộ ươ ứ

generate tr  l i m t giá tr  ng u nhiên t  phân b  lũy th a v i tham s  đó.ả ạ ộ ị ẫ ừ ố ừ ớ ố

M i l n g i ỗ ầ ọ generate, b n s  nh n đ c m t giá tr  khác tr c. Giá tr  mà b n nh n đ c g i là ạ ẽ ậ ượ ộ ị ướ ị ạ ậ ượ ọ

giá tr  ng u nhiênị ẫ , đi u đó gi i thích t i sao nhi u tên hàm trong module ề ả ạ ề random l i có ch  ạ ữ

“variate” [bi n].ế

N u ch  c n phát sinh các bi n ng u nhiên theo phân b  lũy th a, tôi s  không b n tâm đ nh nghĩa ế ỉ ầ ế ẫ ố ừ ẽ ậ ị

m t l p khác, mà dùng ngay ộ ớ random.expovariate. Nh ng v i các phân b  khác, có th  s  c nư ớ ố ể ẽ ầ

dùng các đ i t ng RandomVariable. Ch ng h n, phân b  Erlang là m t phân b  liên t c v i các ố ượ ẳ ạ ố ộ ố ụ ớ

tham s  là λ và ố k (xem http://wikipedia.org/wiki/Erlang_distribution).

M t cách phát sinh các giá tr  t  phân b  Erlang là thêm vào ộ ị ừ ố k giá tr  t  m  phân b  lũy th a có ị ừ ộ ố ừ
cùng λ. Sau đây là m t cách vi t:ộ ế

class Erlang(RandomVariable): 
    def __init__(self, lam, k): 
        self.lam = lam 
        self.k = k 
        self.expo = Exponential(lam) 

    def generate(self):
        total = 0
        for i in range(self.k):
            total += self.expo.generate()
        return total 

Ph ng th c kh i t o đã l p nên m t đ i t ng Exponential v i tham s  đã cho; sau đó ph ng ươ ứ ở ạ ậ ộ ố ượ ớ ố ươ

th c ứ generate s  d ng nó. Nói chung, ph ng th c kh i t o có th  nh n m t b  tham s  b t kì ử ụ ươ ứ ở ạ ể ậ ộ ộ ố ấ

và hàm generate có th  th c hi n b t kì quá trình ng u nhiên nào.ể ự ệ ấ ẫ

Hãy vi t đ nh nghĩa m t l p đ  bi u th  m t bi n ng u nhiên theo phân b  Gumbel (xemế ị ộ ớ ể ể ị ộ ế ẫ ố
http://wikipedia.org/wiki/Gumbel_distribution).

Hàm m t đ  xác su t (PDF)ậ ộ ấ

Đ o hàm c a m t CDF đ c g i là ạ ủ ộ ượ ọ hàm m t đ  xác su tậ ộ ấ , hay PDF (probability density function). 
Ch ng h n, PDF c a m t phân b  lũy th a làẳ ạ ủ ộ ố ừ

PDFLT(x) = λe-λx

PDF c a phân b  chu n làủ ố ẩ

Vi c l ng giá PDF cho m t giá tr  c  th  c a ệ ượ ộ ị ụ ể ủ X th ng không m y h u ích. K t qu  không ph i là ườ ấ ữ ế ả ả
m t xác su t mà là m t ộ ấ ộ m t đậ ộ xác su t.ấ

http://wikipedia.org/wiki/Gumbel_distribution
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Trong v t lý, m t đ  là kh i l ng có trong m t đ n v  th  tích. Đ  có đ c kh i l ng, b n b i ậ ậ ộ ố ượ ộ ơ ị ể ể ượ ố ượ ạ ả
đem nhân m t đ  v i th  tích, hay n u m t đ  không ph i h ng s , thì c n l y tích phân trên th  ậ ộ ớ ể ế ậ ộ ả ằ ố ầ ấ ể
tích.

T ng t , m t đ  xác su t là s  đo xác su t trên m i đ n v  c a ươ ự ậ ộ ấ ố ấ ỗ ơ ị ủ X. Đ  có đ c kh i xác su t,ể ượ ố ấ 2 b n ạ

ph i l y tích phân theo ả ấ X. Ch ng h n, n u ẳ ạ ế X là m t bi n ng u nhiên có PDF là PDF ộ ế ẫ X, ta có th  tính ể

đ c xác su t đ  m t giá tr  t  ượ ấ ể ộ ị ừ X r i vào kho ng gi a –0,5 và 0,5:ơ ả ữ

P(-0,5 ≤   X<0,5) = ∫-0,5
0,5PDFX(x)dx

Ho c, vì CDF chính là tích phân c a PDF, ta có th  vi tặ ủ ể ế

P(-0,5 ≤   X<0,5) = CDFX(0,5) – CDFX(-0,5)

V i m t s  d ng phân b , ta có th  tính tr c ti p CDF và do v y s  dùng cách th  hai. N u không, ớ ộ ố ạ ố ể ự ế ậ ẽ ứ ế
ta th ng ph i l y tích phân PDF b ng cách s  tr .ườ ả ấ ằ ố ị

Tính xác su t đ  m t giá tr  ch n s n t  phân b  lũy th a v i tham s  λ r i vào gi a 1 ấ ể ộ ị ọ ẵ ừ ố ừ ớ ố ơ ữ
và 20? Hãy bi u di n đáp s  d i d ng m t hàm s  ph  thu c λ. Hãy ghi l i k t qu  ể ễ ố ướ ạ ộ ố ụ ộ ạ ế ả
này; ta s  còn dùng nó  M c s  li u ki m duy t.ẽ ở ụ ố ệ ể ệ

Trong BRFSS (xem M c lognormal), phân b  chi u cao ch  g n nh  d ng chu n v i cácụ ố ề ỉ ầ ư ạ ẩ ớ
tham s  μ = 178 cm và σố 2 = 59,4 cm đ i v i nam gi i; μ = 163 cm và σố ớ ớ 2 = 52,8 cm đ i ố
v i n  gi i.ớ ữ ớ

Đ  gia nh p đ c Nhóm Blue Man, b n ph i là nam gi i có chi u cao gi a 5’10’’ và ể ậ ượ ạ ả ớ ề ữ
6’1’’ (xem http://bluemancasting.com). Có bao nhiêu ph n trăm nam gi i Mầ ớ ỹ
có chi u cao trong kho ng này? G i ý: xem M c [phân b  chu n].ề ả ợ ụ ố ẩ

Tích ch pậ

Gi  s  ta có hai bi n ng u nhiên, ả ử ế ẫ X và Y, v i các phân b  CDF ớ ố X và CDF Y. Khi đó phân b  c a ố ủ

t ng ổ Z = X + Y s  nh  th  nào?ẽ ư ế

M t cách làm là vi t m t đ i t ng RandomVariable đ  phát sinh ra t ng:ộ ế ộ ố ượ ể ổ

class Sum(RandomVariable): 
    def __init__(X, Y): 
        self.X = X 
        self.Y = Y 

    def generate(): 
        return X.generate() + Y.generate() 

Cho tr c các RandomVariable b t kì, ướ ấ X và Y, ta có th  t o ra đ i t ng Sum đ  bi u di n cho ể ạ ố ượ ể ể ễ Z. 

Sau đó ta có th  dùng m t m u t  ể ộ ẫ ừ Z đ  tính x p x  CDF ể ấ ỉ Z.

Cách làm này đ n gi n và linh ho t, nh ng không hi u qu  l m; ta ph i phát sinh m t m u l n đ  ơ ả ạ ư ệ ả ắ ả ộ ẫ ớ ể

có th  c tính chính xác đ c CDF ể ướ ượ Z, và ngay c  khi đó cũng không nh n đ c giá tr  đúng.ả ậ ượ ị

http://bluemancasting.com/
https://quangchien.wordpress.com/2012/01/16/ch6-thinkstats/#fn2


N u CDF ế X và CDF Y đ c bi u di n d i d ng các hàm, thì đôi khi ta có th  tìm đ c đúng CDF ượ ể ễ ướ ạ ể ượ

Z. Sau đây là cách làm:

1. Đ  b t đ u, hãy gi  s  r ng giá tr  c  th  c a ể ắ ầ ả ử ằ ị ụ ể ủ X là X. Khi đó CDF Z(Z) làP(Z ≤   z|X=x) = P(Y 

≤ z–x) 

Ta hãy đ c l i bi u th c này. V  trái là “xác su t đ  t ng nh  h n ọ ạ ể ứ ế ấ ể ổ ỏ ơ Z, khi cho tr c s  h ng ướ ố ạ
đ u là ầ X.” À, n u s  h ng đ u là ế ố ạ ầ X và t ng ph i nh  h n ổ ả ỏ ơ Z, thì s  h ng th  hai ph i nh  h n ố ạ ứ ả ỏ ơ
Z – X.

2. Mu n có đ c xác su t đ  ố ượ ấ ể Y nh  h n ỏ ơ Z – X, ta đi tính CDF Y.P(Y ≤   z–x) = CDFY(z–x) 

Đi u này đ c rút ra t  đ nh nghĩa c a CDF.ề ượ ừ ị ủ

3. V n n ch ? Ta hãy ti p t c nhé. Vì th c ra chúng ta v n ch a bi t giá tr  c a ẫ ổ ứ ế ụ ự ẫ ư ế ị ủ X, nên ta c n ầ
ph i xét t t c  các giá tr  có th  nh n và l y tích phân trên kh p kho ng giá tr  đó:ả ấ ả ị ể ậ ấ ắ ả ị P(Z ≤   z) = 

∫-∞
∞P(Z ≤   z|X=x)PDFX(x)dx 

Bi u th c l y tích phân là “xác su t đ  ể ứ ấ ấ ể Z nh  h n ho c b ng ỏ ơ ặ ằ Z, khi đã cho X = X, nhân v i ớ
xác su t đ  ấ ể X = X.”

Thay th  k t qu  t  các b c tính tr c ta cóế ế ả ừ ướ ướ

P(Z ≤   z) = ∫-∞
∞CDFY(z–x)PDFX(x)dx

V  trái là đ nh nghĩa c a CDF ế ị ủ Z, vì v y ta đi đ n k t lu n:ậ ế ế ậ

CDFZ(z) = ∫-∞
∞CDFY(z–x)PDFX(x)dx

4. Đ  có đ c PDF ể ượ Z, hãy l y đ o hàm c a c  hai v  theo ấ ạ ủ ả ế Z. K t qu  làế ả PDFZ(z) = ∫-

∞
∞PDFY(z–x)PDFX(x)dx 

N u b n đã h c môn tín hi u và h  th ng, b n có th  nh n ra tích phân này. Đó là ế ạ ọ ệ ệ ố ạ ể ậ tích ch pậ  

c a PDF ủ Y và PDF X, đ c bi u th  b i toán t  *.ượ ể ị ở ử

PDF Z = PDF Y * PDF X

Nh  v y phân b  c a t ng là tích ch p c a các phân b . Hãy xem ư ậ ố ủ ổ ậ ủ ố

http://wiktionary.org/wiki/booyah!

L y ví d , gi  s  ấ ụ ả ử X và Y là các bi n ng u nhiên tuân theo phân b  lũy th a v i tham s  λ. Phân b  ế ẫ ố ừ ớ ố ố
c a ủ Z = X + Y là:

PDFZ(z) = ∫-∞
∞PDFX(x)PDFY(z–x)dx = ∫-∞

∞λe-λxλeλ(z–x)

Bây gi  ta ph i nh  r ng ờ ả ớ ằ PDFLT b ng 0 v i m i giá tr  âm, nh ng ta có th  x  lý đi u này b ng ằ ớ ọ ị ư ể ử ề ằ

cách đi u ch nh các gi i h n c a tích phân:ề ỉ ớ ạ ủ

PDFZ(z) = ∫0
zλe-λxλe-λ(z–x)dx

http://wiktionary.org/wiki/booyah


Bây gi  ta có th  k t h p các s  h ng và chuy n h ng s  ra ngoài d u tích phân:ờ ể ế ợ ố ạ ể ằ ố ấ

PDFZ(z) = λ2e-λz∫0
zdx = λ2ze-λz

Hóa ra đây là PDF c a m t phân b  Erlang v i tham s  ủ ộ ố ớ ố k = 2 (xem 

http://wikipedia.org/wiki/Erlang_distribution). Nh  v y tích ch p c a hai ư ậ ậ ủ

phân b  lũy th a (v i cùng giá tr  tham s ) là m t phân b  Erlang.ố ừ ớ ị ố ộ ố

N u ế X có phân b  lũy th a v i tham s  λ, còn ố ừ ớ ố Y có phân b  Erlang v i các tham s  ố ớ ố k và 
λ, thì phân b  c a t ng ố ủ ổ Z = X + Y s  th  nào?ẽ ế

Gi  s  tôi l y hai giá tr  t  cùng m t phân b  thì phân b  c a giá tr  l n h n là gì? Hãy ả ử ấ ị ừ ộ ố ố ủ ị ớ ơ
biêu di n đáp s  c a b n d i d ng PDF ho c CDF c a phân b  tìm đ c.ễ ố ủ ạ ướ ạ ặ ủ ố ượ

Khi s  giá tr  tăng lên thì phân b  c a giá tr  l n nh t s  h i t  v  m t trong s  các phân ố ị ố ủ ị ớ ấ ẽ ộ ụ ề ộ ố
b  c c tr ; xem ố ự ị http://wikipedia.org/wiki/Gumbel_distribution.

N u có s n các đ i t ng Pmf, b n có th  tính đ c phân b  c a t ng b ng cách li t kê ế ẵ ố ượ ạ ể ượ ố ủ ổ ằ ệ
h t các c p giá tr :ế ặ ị

for x in pmf_x.Values(): 
    for y in pmf_y.Values(): 
        z = x + y

Hãy vi t m t hàm nh n vào PMF ế ộ ậ X và PMF Y r i tr  v  m t Pmf m i bi u th  cho phân ồ ả ề ộ ớ ể ị

b  c a t ng ố ủ ổ Z = X + Y.

Hãy vi t m t hàm t ng t  đ  tính PMF c a ế ộ ươ ự ể ủ Z = max(X, Y).

T i sao c n có phân b  chu n?ạ ầ ố ẩ

Nh  tôi đã nói tr c đây, phân b  chu n r t ti n cho vi c phân tích nh ng ch a gi i thích t i sao. ư ướ ố ẩ ấ ệ ệ ư ư ả ạ
M t lý do là phân b  này có d ng khép kín d i phép bi n đ i tuy n tính và tích ch p. Đ  nói rõ ộ ố ạ ướ ế ổ ế ậ ể
h n, tr c h t tôi s  gi i thi u m t s  kí hi u.ơ ướ ế ẽ ớ ệ ộ ố ệ

N u phân b  c a m t bi n ng u nhiên, ế ố ủ ộ ế ẫ X, có d ng chu n v i các tham s  μ và σ, thì b n có th  vi tạ ẩ ớ ố ạ ể ế

X ~ N (μ, σ)

trong đó ký hi u ~ nghĩa là “tuân theo phân b ” và ch  cái N là vi t t t cho “normal” (chu n).ệ ố ữ ế ắ ẩ

M t phép bi n đ i tuy n tính c a ộ ế ổ ế ủ X có d ng ki u nh  ạ ể ư X’ = a X + b, trong đó a và b là các s  th c.ố ự

M t h  phân b  đ c g i là khép kín trong phép bi n đ i n u nh  ộ ọ ố ượ ọ ế ổ ế ư X’ có cùng h  v i ọ ớ X. Phân b  ố

chu n th a mãn tính ch t này; n u ẩ ỏ ấ ế X ~ N (μ, σ2), thì

X’ ~ N (a μ + b, a2σ)

Các phân b  chu n cũng khép kín trong phép tích ch p. N u ố ẩ ậ ế Z = X + Y,  X ~ N (μX, σX
2) và Y ~ N 

(μY, σY
2) thì

Z ~ N(μX + μY , σX
2 + σY

2)

http://wikipedia.org/wiki/Gumbel_distribution
http://wikipedia.org/wiki/Erlang_distribution


Các d ng phân b  khác mà ta đã xét đ n không có các tính ch t nh  v y.ạ ố ế ấ ư ậ

N u ế X ~ N (μX, σX
2) và Y ~ N (μY, σY

2), thì phân b  c a ố ủ Z = aX + bY s  là gì?ẽ

Ta hãy xem đi u gì s  x y ra khi thêm các giá tr  vào t  nh ng phân b  khác. Ch n m t ề ẽ ả ị ừ ữ ố ọ ộ
c p phân b  (b t kì hai phân b  nào trong các d ng lũy th a, chu n, loga chu n, và ặ ố ấ ố ạ ừ ẩ ẩ
Pareto) r i ch n các tham s  đ  cho chúng có tr  trung bình nh  nhau và ph ng sai nhồ ọ ố ể ị ư ươ ư
nhau.

Hãy phát sinh các s  ng u nhiên t  các phân b  này r i tính phân b  c a t ng c a ố ẫ ừ ố ồ ố ủ ổ ủ
chúng. Hãy dùng các phép th   Ch ng continuous đ  xem r ng li u t ng này có th  ử ở ươ ể ằ ệ ổ ể
đ c mô ph ng b i m t phân b  liên t c hay không.ượ ỏ ở ộ ố ụ

Đ nh lý gi i h n trung tâmị ớ ạ

Cho đ n gi  ta đã th y đ c:ế ờ ấ ượ

• N u ta c ng các giá tr  đ c l y t  các d ng phân b  khác nhau, thì phân b  c a giá tr  t ng ế ộ ị ượ ấ ừ ạ ố ố ủ ị ổ

có d ng chu n. ạ ẩ
• N u ta c ng các giá tr  đ c l y t  các d ng phân b  khác thì t ng thu đ c nói chung s  ế ộ ị ượ ấ ừ ạ ố ổ ượ ẽ

không gi ng nh  d ng phân b  mà ta đã t ng th y. ố ư ạ ố ừ ấ

Nh ng hóa ra là n u ta c ng l i m t r t nhi u các giá trì t  b t kì d ng phân ph i nào, thì t ng thu ư ế ộ ạ ộ ấ ề ừ ấ ạ ố ổ
đ c cũng s  h i t  v  phân b  chu n.ượ ẽ ộ ụ ề ố ẩ

C  th  h n, n u phân b  c a các giá tr  s  h ng có trung bình và đ  l ch chu n l n l t là μ và σ, ụ ể ơ ế ố ủ ị ố ạ ộ ệ ẩ ầ ượ

thì phân b  c a t ng s  x p x  là N(ố ủ ổ ẽ ấ ỉ n μ, n σ2).

Đây đ c g i là ượ ọ Đ nh lý gi i h n trung tâmị ớ ạ . Nó là m t trong nh ng công c  có ích nh t cho vi c ộ ữ ụ ấ ệ
phân tích th ng kê, nh ng cũng c n l u ý m t s  đi m sau:ố ư ầ ư ộ ố ể

• Các giá tr  rút ra ph i đ c l p. ị ả ộ ậ

• Các giá tr  này ph i đ c rút t  cùng m t d ng th ng kê (Cho dù đi u này có th  đ c châm ị ả ượ ừ ộ ạ ố ề ể ượ

tr c). ướ
• Các giá tr  ph i đ c rút t  m t phân b  có tr  trung bì và ph ng sai h u h n, vì th  ph n ị ả ượ ừ ộ ố ị ươ ữ ạ ế ầ

l n các phân b  Pareto đ u b  lo i tr . ớ ố ề ị ạ ừ
• S  các giá tr  c n đ n thi t đ  đ t đ c s  h i t  thì ph  thu c vào đ  b t đ i x ng c a phân ố ị ầ ế ế ể ạ ượ ự ộ ụ ụ ộ ộ ấ ố ứ ủ

b . T ng c a các ph n t  t  phân b  lũy th a s  h i t  ngay c  v i m u kích th c nh . Cònố ổ ủ ầ ử ừ ố ừ ẽ ộ ụ ả ớ ẫ ướ ỏ
t ng t  phân b  loga chu n thì không. ổ ừ ố ẩ

Đ nh lý gi i h n trung tâm gi i thích r ng, ít nh t có ph n đúng là, phân b  chu n chi m ch  quan ị ớ ạ ả ằ ấ ầ ố ẩ ế ỗ
tr ng trong gi i t  nhiên. Ph n l n các đ c đi m c a đ ng v t và nh ng sinh v t khác đ u b  nh ọ ớ ự ầ ớ ặ ể ủ ộ ậ ữ ậ ề ị ả
h ng b i nhi u y u t  gien và môi tr ng mà hi u ng c a chúng có tính c ng. Các đ c đi m mà ưở ở ề ế ố ườ ệ ứ ủ ộ ặ ể
ta đo là t ng c a r t nhi u nh ng hi u ng nh , vì v y s  phân b  c a chúng có xu th  gi ng nh  ổ ủ ấ ề ữ ệ ứ ỏ ậ ự ố ủ ế ố ư
d ng chu n.ạ ẩ

N u tôi rút ra m t m u, ế ộ ẫ x1 .. xn, đ c l p t  m t phân b  v i tr  trung bình μ và ph ng ộ ậ ừ ộ ố ớ ị ươ

sai σ2 đ u h u h n, thì phân b  c a tr  trung bình c a m u,ề ữ ạ ố ủ ị ủ ẫ



 = (1/n)∑xi

s  nh  th  nào? Khi ẽ ư ế n tăng lên, đi u gì s  x y ra v i ph ng sai c a tr  trung bình m u? ề ẽ ả ớ ươ ủ ị ẫ
G i ý: hãy xem l i M c [t i sao c n phân b  chu n].ợ ạ ụ ạ ầ ố ẩ

Hãy ch n m t phân b  (trong s  các phân b  lũy th a, loga chu n, ho c Pareto) và ch nọ ộ ố ố ố ừ ẩ ặ ọ
ra các giá tr  cho (các) tham s . Hãy phát sinh các m u v i kích c  2, 4, 8, v.v., r i xác ị ố ẫ ớ ỡ ồ
đ nh phân b  c a t ng các m u. Hãy dùng m t đ  th  xác su t chu n đ  xem r ng li u ị ố ủ ổ ẫ ộ ồ ị ấ ẩ ể ằ ệ
có ph i phân b  x p x  v i d ng chu n hay không. B n ph i thêm vào bao nhiêu s  h ngả ố ấ ỉ ớ ạ ẩ ạ ả ố ạ
đ  th y đ c s  h i t ?ể ấ ượ ự ộ ụ

Thay vì phân b  c a t ng, hãy xác đ nh các d ng phân b  c a tích; đi u gì s  x y ra khi ố ủ ổ ị ạ ố ủ ề ẽ ả
tăng s  th a s  lên? G i ý: hãy xét đ n phân b  các loga c a tích.ố ừ ố ợ ế ố ủ

S  đ  phân bơ ồ ố

M t s  đ  liên h  gi a các d ng bi u di n c a hàm phân b .ộ ơ ồ ệ ữ ạ ể ễ ủ ố

Đ n lúc này ta đã g p các PMF, CDF và PDF; ta hãy cùng dành m t phút đ  ôn l i. Hình ế ặ ộ ể ạ
dist_framework cho th y cách liên h  gi a các hàm này.ấ ệ ữ

Chúng ta b t đ u t  PMF, v n bi u di n cho t n su t trong m t t p h p các giá tr  r i r c. Đ  thu ắ ầ ừ ố ể ễ ầ ấ ộ ậ ợ ị ờ ạ ể
đ c CDF t  PMF, ta đi tính t ng lũy tích. L  ra đ  cho th ng nh t, m t CDF r i r c ph i đ c g i ượ ừ ổ ẽ ể ố ấ ộ ờ ạ ả ượ ọ
là hàm kh i lũy tích (CMF), nh ng theo nh ng gì tôi đ c bi t đ n thì không ai dùng thu t ng  nhố ư ữ ượ ế ế ậ ữ ư
v y.ậ

Đ  tính đ c PMF t  CDF, b n ph i tính các hi u s  gi a các xác su t lũy tích.ể ượ ừ ạ ả ệ ố ữ ấ

M t các t ng t , PDF là đ o hàm c a CDF liên t c; ho c theo cách nói t ng đ ng, CDF là tích ộ ươ ự ạ ủ ụ ặ ươ ươ
phân c a PDF. Nh ng c n nh  r ng m t PDF cho ánh x  t  giá tr  đ n m t đ  xác su t; đ  thu đ c ủ ư ầ ớ ằ ộ ạ ừ ị ế ậ ộ ấ ể ượ
xác su t, b n ph i tính tính phân.ấ ạ ả

Đ  đi t  phân b  r i r c đ n liên t c, b n có th  th c hi n m t s  ph ng pháp làm tr n. M t cách ể ừ ố ờ ạ ế ụ ạ ể ự ệ ộ ố ươ ơ ộ
làm tr n là gi  s  r ng s  li u thu đ c t  m t phân b  liên t c có công th c gi i tích (nh  phân b  ơ ả ử ằ ố ệ ượ ừ ộ ố ụ ứ ả ư ố
lũy th a ho c chu n) và c tính các tham s  c a phân b  đó. Và đây chính là đi u mà Ch ng cừ ặ ẩ ướ ố ủ ố ề ươ ướ
l ng tham s  đ  c p đ n.ượ ố ề ậ ế

https://quangchien.files.wordpress.com/2012/01/distribution_functions_vn.png


N u b n chia m t PDF vào m t dãy các ngăn, b n có th  phát sinh ra m t PMF ít nh t x p x  đ c ế ạ ộ ộ ạ ể ộ ấ ấ ỉ ượ
PDF đó. Chúng ta có th  dùng kĩ thu t này trong Ch ng estimation đ  c tính Bayes.ể ậ ươ ể ướ

Hãy vi t m t hàm có tên ế ộ MakePmfFromCdf nh n vào m t đ i t ng Cdf, r i tr  v  ậ ộ ố ượ ồ ả ề
đ i t ng Pmf t ng ng.ố ượ ươ ứ

B n có th  tìm th y m t l i gi i bài t p này trong ạ ể ấ ộ ờ ả ậ thinkstats.com/Pmf.py.

Thu t ngậ ữ

đ  b t đ i x ng: ộ ấ ố ứ
Đ c tính c a m t phân b ; theo tr c giác, đó là đ  đo m t cân đ i c a hình d ng phân b . ặ ủ ộ ố ự ộ ấ ố ủ ạ ố

v ng: ữ
M t đ c tr ng th ng kê đ c g i là v ng khi nó ít ch u nh h ng t  s  có m t c a đi m bi t ộ ặ ư ố ượ ọ ữ ị ả ưở ừ ự ặ ủ ể ệ
l p. ậ

thói t  huy n: ự ễ
Xu th  trong đó con ng i t ng t ng r ng mình t t h n ng i bình th ng xung quanh. ế ườ ưở ượ ằ ố ơ ườ ườ

bi n ng u nhiên: ế ẫ
Đ i t ng bi u th  cho m t quá trình ng u nhiên. ố ượ ể ị ộ ẫ

tr  ng u nhiên: ị ẫ
Giá tr  đ c phát sinh t  m t quá trình ng u nhiên. ị ượ ừ ộ ẫ

PDF: 
(probability density function) Hàm m t đ  xác su t, đ o hàm c a m t CDF liên t c. ậ ộ ấ ạ ủ ộ ụ

tích ch p: ậ
Phép toán đ  tính ra phân b  c a t ng các giá tr  t  hai d ng phân b  khác. ể ố ủ ổ ị ừ ạ ố

Đ nh lý gi i h n trung tâm: ị ớ ạ
“Đ nh lu t t i th ng c a s  l i suy nghĩ,” theo Sir Francis Galton, m t nhà th ng kê h c ị ậ ố ượ ủ ự ườ ộ ố ọ
th i tr c. ờ ướ

1. N u b n v n ch a hi u, hãy xem ế ạ ẫ ư ể http://wikipedia.org/wiki/Lake_Wobegon. 

↩ 
2. Đ  m  r ng s  t ng t  này, c n l u ý r ng tr  trung bình c a m t phân b  là tr ng tâm c a ể ở ộ ự ươ ự ầ ư ằ ị ủ ộ ố ọ ủ

nó, còn ph ng sai là mô-men quán tính. ươ ↩ 
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Ch ng 7: Ki m đ nh giươ ể ị ả     thi tế
Tr  v  ở ề M c l cụ ụ  cu n sáchố

Khi khám phá s  li u c a NSFG, chúng ta đã th y m t vài “hi u ng bi u ki n”, g m m t s  khác ố ệ ủ ấ ộ ệ ứ ể ế ồ ộ ố
bi t gi a tr  đ u lòng và tr  sinh sau. Đ n gi  ta đã m i ch  xét qua nh ng hi u ng đó; trong ệ ữ ẻ ầ ẻ ế ờ ớ ỉ ữ ệ ứ
ch ng này, r t cu c chúng ta s  ki m tra chúng.ươ ố ộ ẽ ể

Câu h i c  b n mà chúng ta mu n đ t ra là li u nh ng hi u ng đó có th t hay không. Ch ng h n, ỏ ơ ả ố ặ ệ ữ ệ ứ ậ ẳ ạ
n u ta th y có s  chênh l ch gi a giá tr  trung bình c a th i gian mang thai nh ng đ a tr  đ u lòng ế ấ ự ệ ữ ị ủ ờ ữ ứ ẻ ầ
v i tr  sinh sau, ta mu n bi t r ng li u s  chênh l ch đó có th c không, hay chúng ch  tình c  x y ớ ẻ ố ế ằ ệ ự ệ ự ỉ ờ ả
ra.

Câu h i này hóa ra l i r t khó tr  l i tr c ti p, vì v y ta s  ti n hành theo hai b c. Tr c tiên, ta s  ỏ ạ ấ ả ờ ự ế ậ ẽ ế ướ ướ ẽ
ki m tra xem li u r ng hi u ng ể ệ ằ ệ ứ có ý nghĩa hay không, sau đó ta s  c  g ng di n gi i k t qu  đ  tr  ẽ ố ắ ễ ả ế ả ể ả
l i câu h i đ t ra ban đ u.ờ ỏ ặ ầ

Trong th ng kê h c, “có ý nghĩa” mang m t đ nh nghĩa riêng khác v i ý nghĩa thông trong câu nói ố ọ ộ ị ớ
h ng ngày. Nh  ta đã đ nh nghĩa tr c đây, m t hi u ng bi u ki n đ c g i là có ý nghĩa th ng kê ằ ư ị ướ ộ ệ ứ ể ế ượ ọ ố
n u nh  nó không có v  xu t hi n tình c .ế ư ẻ ấ ệ ờ

Đ  làm rõ đi u này, ta s  ph i tr  l i ba câu h i sau:ể ề ẽ ả ả ờ ỏ

1. Th  nào là “tình c ”? ế ờ
2. Th  nào là “không có v ”? ế ẻ
3. Th  nào là “hi u ng”? ế ệ ứ

C  ba câu h i này trông thì d  nh  tr  l i đ c l i khó. Dù sao, v n có m t c u trúc chung mà m i ả ỏ ễ ư ả ờ ượ ạ ẫ ộ ấ ọ
ng i dùng đ  ki m đ nh ý nghĩa th ng kê:ườ ể ể ị ố

Gi  thi t không: ả ế
Gi  thi t khôngả ế  là m t mô hình c a m t h  th ng đ c d a trên gi  thi t r ng hi u ng bi u ộ ủ ộ ệ ố ượ ự ả ế ằ ệ ứ ể
ki n th c ra ch  tình c  x y đ n. ế ự ỉ ờ ả ế

Giá tr  p: ị
Giá tr  pị  là xác su t c a m t hi u ng bi u ki n theo gi  thi t không. ấ ủ ộ ệ ứ ể ế ả ế

Di n gi i: ễ ả
D a trên giá tr  p, chúng ta k t lu n r ng hi u ng ho c là có ý nghĩa th ng kê, ho c không. ự ị ế ậ ằ ệ ứ ặ ố ặ

Quy trình này đ c g i là ượ ọ ki m đ nh gi  thi tể ị ả ế . Logic bên trong nó cũng gi ng nh  vi c ch ng ố ư ệ ứ
minh b ng ph n bác. Đ  ch ng minh m t phát bi u toán h c, A, b n t m th i gi  s  r ng A sai. N uằ ả ể ứ ộ ể ọ ạ ạ ờ ả ử ằ ế
nh  gi  s  đó d n đ n m t ngh ch lý thì b n s  k t lu n r ng th c ra A ph i đúng.ư ả ử ẫ ế ộ ị ạ ẽ ế ậ ằ ự ả

T ng t , đ  ki m đ nh m t gi  thi t nh  “Hi u ng này là th t,” chúng ta t m gi  s  r ng không ươ ự ể ể ị ộ ả ế ư ệ ứ ậ ạ ả ử ằ
ph i v y. Đó là gi  thi t không. D a theo gi  thi t đó, ta đi tính xác su t c a hi u ng bi u ki n. Đó ả ậ ả ế ự ả ế ấ ủ ệ ứ ể ế
là giá tr  p. N u giá tr  p đ  th p thì ta s  k t lu n r ng gi  thi t không có v  nh  không đúng.ị ế ị ủ ấ ẽ ế ậ ằ ả ế ẻ ư

Ki m đ nh s  chênh l ch các tr  trung bìnhể ị ự ệ ị

M t trong nh ng gi  thi t d  nh t đ  ki m tra là có s  khác bi t trông th y gi a hai tr  trung bình ộ ữ ả ế ễ ấ ể ể ự ệ ấ ữ ị
c a hai nhóm. T  s  li u NSFG, ta th y r ng tr  trung bình c a th i gian mang thai đ a tr  đ u lòng ủ ừ ố ệ ấ ằ ị ủ ờ ứ ẻ ầ

https://quangchien.wordpress.com/2012/01/23/ch7-thinkstats/
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th p h n m t chút, và tr  trung bình cân n ng tr  s  sinh cũng th p h n m t chút. Bây gi  ta s  xét ấ ơ ộ ị ặ ẻ ơ ấ ơ ộ ờ ẽ
xem li u r ng nh ng hi u ng đó có ý nghĩa không.ệ ằ ữ ệ ứ

 nh ng ví d  này, gi  thi t không là các phân b  c a hai nhóm là gi ng nhau, và s  khác bi t th y Ở ữ ụ ả ế ố ủ ố ự ệ ấ
đ c ch  là tình c .ượ ỉ ờ

Đ  tính các giá tr  p, ta tìm phân b  g p chung c a t t c  các ca sinh thành công (k  c  tr  đ u lòng ể ị ố ộ ủ ấ ả ể ả ẻ ầ
l n sinh sau), phát sinh các m u ng u nhiên có cùng kích th c v i m u quan sát đ c, r i tính hi uẫ ẫ ẫ ướ ớ ẫ ượ ồ ệ
s  gi a các tr  trung bình theo gi  thi t không.ố ữ ị ả ế

N u phát sinh đ c r t nhi u m u, ta có th  tìm đ c t n su t c a vi c hi u s  gi a các tr  trung ế ượ ấ ề ẫ ể ượ ầ ấ ủ ệ ệ ố ữ ị
bình (ch  do tình c ) l n b ng ho c l n h n hi u s  mà ta th c s  quan sát đ c. T  l  này đ c g i ỉ ờ ớ ằ ặ ớ ơ ệ ố ự ự ượ ỉ ệ ượ ọ
là giá tr  p.ị

Đ i v i th i kì mang thai, chúng ta đ m đ c ố ớ ờ ế ượ n = 4413 tr  đ u lòng và ẻ ầ m = 4735 tr  sinh sau, cùng ẻ
v i hi u s  gi a các tr  trung bình c a th i gian mang thai là δớ ệ ố ữ ị ủ ờ  = 0,078 tu n. Đ  tính x p x  giá tr  p ầ ể ấ ỉ ị
cho hi u ng này, tôi đã g p chung các phân b , phát sinh ra các m u có kích th c ệ ứ ộ ố ẫ ướ n và m r i tính ồ
hi u s  gi a hai tr  trung bình.ệ ố ữ ị

Đây là m t ví d  khác cho vi c tái l p m u, vì ta đang rút m t m u ng u nhiên t  b  s  li u mà b n ộ ụ ệ ậ ẫ ộ ẫ ẫ ừ ộ ố ệ ả
thân nó là m t m u c a t ng th  chung. Tôi đã tính hi u s  gi a 1000 c p m u; Hình ộ ẫ ủ ổ ể ệ ố ữ ặ ẫ
[length_deltas_cdf] cho th y phân b  c a hi u s  này.ấ ố ủ ệ ố

CDF c a các hi u s  v  tr  trung bình c a các m u đã tái l p. [length_deltas_cdf] ủ ệ ố ề ị ủ ẫ ậ

Hi u s  v  tr  trung bình g n b ng 0, cũng nh  b n trông đ i v i các m u rút t  cùng m t phân b . ệ ố ề ị ầ ằ ư ạ ợ ớ ẫ ừ ộ ố
Hai đ ng th ng đ ng bi u th  cho các gi i h n c t đ t n i ườ ẳ ứ ể ị ớ ạ ắ ứ ơ X = δ ho c ặ X = δ.
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Trong s  1000 c p m u, có 166 c p mà s  khác bi t v  tr  trung bình (c  âm l n d ng) l n h n ố ặ ẫ ặ ự ệ ề ị ả ẫ ươ ớ ơ
ho c b ng δ, vì v y giá tr  p x p x  b ng 0,166. Nói cách khác, chúng ta trông đ i th y đ c hi u ặ ằ ậ ị ấ ỉ ằ ợ ấ ượ ệ

ng khác bi t  m c đ  δứ ệ ở ứ ộ  vào kho ng 17% trong s  các tr ng h p x y ra, ngay c  n u các phân bả ố ườ ợ ả ả ế ố
th c s  c a hai nhóm là gi ng nhau.ự ự ủ ố

Nh  v y hi u ng bi u ki n d ng nh  không rõ, nh ng li u nó có đ  đ  kh ng đ nh r ng không ư ậ ệ ứ ể ế ườ ư ư ệ ủ ể ẳ ị ằ
rõ? Ta s  gi i đáp đi u này trong m c sau.ẽ ả ề ụ

Trong b  s  li u NSFG, s  khác bi t v  cân n ng trung bình c a tr  đ u lòng là 2,0 ộ ố ệ ự ệ ề ặ ủ ẻ ầ
ounce. Hãy tính giá tr  p c a hi u s  này.ị ủ ệ ố

G i ý: v i ki u tái l p m u này, đi u quan tr ng là ph i l y m u có thay th , vì v y b n ợ ớ ể ậ ẫ ề ọ ả ấ ẫ ế ậ ạ
nên dùng random.choice thay vì random.sample (xem M c [ng u nhiên]).ụ ẫ

B n có th  b t tay v i mã l nh mà tôi đã dùng đ  phát sinh ra k t qu  trong m c này, màạ ể ắ ớ ệ ể ế ả ụ
có th  đ c t i v  t  ể ượ ả ề ừ http://thinkstats.com/hypothesis.py.

Ch n m t ng ng giá trọ ộ ưỡ ị

Trong ki m đ nh th ng kê có hai lo i l i mà ta c n ph i l u tâm.ể ị ố ạ ỗ ầ ả ư

• L i Lo i I, còn đ c g i là ỗ ạ ượ ọ d ng tính saiươ  (false positive), x y ra khi chúng ta ch p nh n ả ấ ậ

m t gi  thi t mà th c ra nó sai; nghĩa là chúng ta coi m t hi u ng là có ý nghĩa trong khi ộ ả ế ự ộ ệ ứ
th c t  nó ch  x y ra tình c . ự ế ỉ ả ờ

• L i Lo i II, còn đ c g i là ỗ ạ ượ ọ âm tính sai (false negative), x y ra khi chúng ta bác b  m t gi  ả ỏ ộ ả

thi t mà th c ra nó đúng; nghĩa là chúng ta quy k t m t hi u ng là tình c  trong khi nó có ế ự ế ộ ệ ứ ờ
th t. ậ

Cách ti p c n thông d ng nh t t i ki m đ nh th ng kê là ch n m t ng ng,ế ậ ụ ấ ớ ể ị ố ọ ộ ưỡ 1, α, cho giá tr  p và ch pị ấ
nh n r ng b t kì hi u ng nào có giá tr  p nh  h n α đ u là có ý nghĩa. M t giá tr  c a αậ ằ ấ ệ ứ ị ỏ ơ ề ộ ị ủ  th ng ườ
đ c ch n là 5%. Theo tiêu chí này, s  khác bi t bi u ki n  th i gian sinh tr  đ u lòng là không có ượ ọ ự ệ ể ế ở ờ ẻ ầ
ý nghĩa, nh ng khác bi t v  cân n ng thì có.ư ệ ề ặ

V i ki u ki m đ nh gi  thi t nh  th  này, ta có th  tính ngay đ c xác su t c a m t false positive: ớ ể ể ị ả ế ư ế ể ượ ấ ủ ộ
nó đúng b ng α.ằ

Đ  th y đ c t i sao, hãy hình dung đ nh nghĩa c a false positive— kh  năng ch p nh n m t gi  ể ấ ượ ạ ị ủ ả ấ ậ ộ ả
thi t b  sai—và đ nh nghĩa c a giá tr  p—kh  năng c a vi c t o ra hi u ng đo đ c n u nh  gi  ế ị ị ủ ị ả ủ ệ ạ ệ ứ ượ ế ư ả
thi t là sai.ế

K t h p hai đi u này l i, ta có th  h i: n u nh  gi  thi t là sai thì có bao nhiêu kh  năng phát sinh raế ợ ề ạ ể ỏ ế ư ả ế ả
m t hi u ng đo đ c có th  xem nh  là ý nghĩa v i ng ng α? Câu tr  l i chính là α.ộ ệ ứ ượ ể ư ớ ưỡ ả ờ

Ta có th  làm gi m kh  năng xu t hi n false positive b ng cách gi m ng ng đi. Ch ng h n, n u ể ả ả ấ ệ ằ ả ưỡ ẳ ạ ế
ng ng b ng 1%, thì ch  còn 1% kh  năng có false positive.ưỡ ằ ỉ ả

Nh ng có m t cái giá ph i tr : vi c h  th p ng ng s  làm tăng tiêu chu n c a b ng ch ng, t c là ư ộ ả ả ệ ạ ấ ưỡ ẽ ẩ ủ ằ ứ ứ
làm tăng kh  năng bác b  m t gi  thi t đúng. Nhìn chung luôn có m t s  đánh đ i gi a các sai s  ả ỏ ộ ả ế ộ ự ổ ữ ố
Lo i I và Lo i II. Cách duy nh t đ  gi m c  hai lo i sai s  này cùng lúc là tăng kích th c m u ạ ạ ấ ể ả ả ạ ố ướ ẫ
(ho c, trong m t s  tr ng h p, là gi m sai s  đo đ c).ặ ộ ố ườ ợ ả ố ạ
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Đ  tìm hi u nh h ng c a kích th c m u đ n giá tr  p, ta hãy xem đi u gì s  x y ra ể ể ả ưở ủ ướ ẫ ế ị ề ẽ ả
n u b  đi m t n a các s  li u NSFG. G i ý: dùng ế ỏ ộ ử ố ệ ợ random.sample. Đi u gì s  x y ra ề ẽ ả
n u b  đi 3 ph n t  s  li u, và c  nh  v y?ế ỏ ầ ư ố ệ ứ ư ậ

Kích th c m u nh  nh t ph i là bao nhiêu đ  s  khác bi t gi a các tr  trung bình c a ướ ẫ ỏ ấ ả ể ự ệ ữ ị ủ
cân n ng tr  s  sinh v n còn ý nghĩa v i αặ ẻ ơ ẫ ớ  = 5%? Kích th c m u ph i tăng g p m y ướ ẫ ả ấ ấ
l n đ  có αầ ể  = 1%?

B n có th  b t đ u làm v i mã l nh mà tôi đã dùng đ  phát sinh các k t qu  trong m c ạ ể ắ ầ ớ ệ ể ế ả ụ
này; nó có th  đ c t i v  t  ể ượ ả ề ừ http://thinkstats.com/hypothesis.py.

Đ nh nghĩa v  hi u ngị ề ệ ứ

Khi m t đi u b t th ng nào đó x y ra, m i ng i th ng nói ki u nh , “ ! Sao có th  ộ ề ấ ườ ả ọ ườ ườ ể ư Ồ ể nh  thư ế 
đ c nh ?” Câu h i này có lý vì chúng ta có tr c giác r ng nh ng vi c khác nhau s  có kh  năng ượ ỉ ỏ ự ằ ữ ệ ẽ ả
x y ra không nh  nhau. Nh ng tr c giác này không ph i luôn đúng khi ta phân tích nó kĩ l ng.ả ư ư ự ả ưỡ

Ch ng h n, gi  s  tôi tung đ ng xu 10 l n, và sau m i l n tung tôi ghi l i N đ  kí hi u đ ng xu r i ẳ ạ ả ử ồ ầ ỗ ầ ạ ể ệ ồ ơ
ng a và S đ  kí hi u s p. N u k t qu  là m t chu i nh  SNNSNSSSNN, b n s  ch ng l y làm ng c ử ể ệ ấ ế ế ả ộ ỗ ư ạ ẽ ẳ ấ ạ
nhiên. Nh ng n u k t qu  mà là NNNNNNNNNN, b n s  th t lên l i nói đ i lo i nh , “ ! Sao có ư ế ế ả ạ ẽ ố ờ ạ ạ ư Ồ
th  ể nh  thư ế đ c nh ?”ượ ỉ

Nh ng  ví d  này, xác su t c a hai dãy k t qu  là nh  nhau: 1 trên 1024. Và đi u này cũng đúng ư ở ụ ấ ủ ế ả ư ề
v i m t chu i b t kì khác. Vì v y khi ta h i, “Sao có th  ớ ộ ỗ ấ ậ ỏ ể nh  thư ế đ c nh ?”, ta ph i c n th n v i ượ ỉ ả ẩ ậ ớ
vi c dùng “nh  th ” v i hàm ý gì.ệ ư ế ớ

V i s  li u NSFG, tôi đ nh nghĩa hi u ng là “m t hi u s  v  tr  trung bình (k  c  d ng l n âm) ớ ố ệ ị ệ ứ ộ ệ ố ề ị ể ả ươ ẫ
l n h n ho c b ng δ.” B ng l a ch n này, tôi đã quy t đ nh tính đ  l n c a hi u s , mà b  qua ớ ơ ặ ằ ằ ự ọ ế ị ộ ớ ủ ệ ố ỏ
không xét đ n d u.ế ấ

M t cách ki m đ nh nh  v y đ c g i là ộ ể ị ư ậ ượ ọ hai phía, vì ta xét đ n c  hai phía (theo chi u d ng và ế ả ề ươ
âm) trong phân b   Hìnhố ở  length_deltas_cdf. B ng cách dùng phép ki m đ nh hai m t, ta th c hi n ằ ể ị ặ ự ệ
ki m tra gi  thi t v  s  khác bi t, hay hi u s , đáng k  gi a các phân b , mà không nói v  d u c a ể ả ế ề ự ệ ệ ố ể ữ ố ề ấ ủ
hi u s  này.ệ ố

M t cách làm khác là dùng ki m đ nh ộ ể ị m t phíaộ , trong đó câu h i đ t ra là li u tr  trung bình đ i v iỏ ặ ệ ị ố ớ
tr  đ u lòng có ẻ ầ cao h nơ  đáng k  so v i tr  trung bình c a các tr  sinh sau không. Vì gi  thi t này đã ể ớ ị ủ ẻ ả ế
c  th  h n, nên giá tr  p s  th p h n—  tr ng h p này ch  b ng kho ng m t n a so v i tr c.ụ ể ơ ị ẽ ấ ơ ở ườ ợ ỉ ằ ả ộ ử ớ ướ

Di n gi i k t quễ ả ế ả

Lúc b t đ u ch ng này, tôi đã nói r ng đi u mà ta c n gi i đáp là li u m t hi u ng bi u ki n có ắ ầ ươ ằ ề ầ ả ệ ộ ệ ứ ể ế
ph i là th t không. Chúng ta đã b t đ u b ng vi c đ nh nghĩa gi  thi t không, kí hi u là {0}, v n là ả ậ ắ ầ ằ ệ ị ả ế ệ ố
gi  thi t r ng hi u ng không ph i th t. Sau đó chúng ta đã đ nh nghĩa giá tr  p, v n là Pr(ả ế ằ ệ ứ ả ậ ị ị ố E|{0}), 
trong đó E là m t hi u ng l n b ng ho c l n h n hi u ng bi u ki n. Sau đó chúng ta tính các giá ộ ệ ứ ớ ằ ặ ớ ơ ệ ứ ể ế
tr  p r i so sánh chúng v i m t ng ng, α.ị ồ ớ ộ ưỡ

Đây là m t b c c n thi t, nh ng ch a gi i đáp đ c câu h i ban đ u, đó là li u r ng hi u ng có ộ ướ ầ ế ư ư ả ượ ỏ ầ ệ ằ ệ ứ
th t không. Có m t s  cách di n gi i k t qu  c a m t phép ki m đ nh gi  thi t:ậ ộ ố ễ ả ế ả ủ ộ ể ị ả ế

http://thinkstats.com/hypothesis.py


C  đi n: ổ ể
Trong ki m đ nh gi  thi t theo cách c  đi n, n u m t giá tr  p nh  h n α, thì b n có th  nói ể ị ả ế ổ ể ế ộ ị ỏ ơ ạ ể
r ng hi u ng là có ý nghĩa v  m t th ng kê, nh ng không th  k t lu n r ng hi u ng đó có ằ ệ ứ ề ặ ố ư ể ế ậ ằ ệ ứ
th c. Công th c nói trên đã c n th n tránh đ c vi c nh y đ n k t lu n, nh ng nó không xác ự ứ ẩ ậ ượ ệ ả ế ế ậ ư
đáng chút nào. 

Th c d ng: ự ụ
Trên th c t , m i ng i không quá th c hi n theo quy c  nh  v y. Trong ph n l n các t p chí ự ế ọ ườ ự ệ ủ ư ậ ầ ớ ạ
khoa h c, nh ng nhà nghiên c u đ u công b  các giá tr  p mà ch ng có bi n lu n gì, và đ c ọ ữ ứ ề ố ị ẳ ệ ậ ộ
gi  di n gi i chúng nh  nh ng b ng ch ng cho th y các hi u ng bi u ki n là có th t. Giá tr  ả ễ ả ư ữ ằ ứ ấ ệ ứ ể ế ậ ị
p càng th p, thì h  càng tin t ng vào k t lu n này. ấ ọ ưở ế ậ

Ph ng pháp Bayes: ươ
Th  mà chúng ta c n bi t là Pr(ứ ầ ế HA|E), trong đó HA là gi  thi t r ng hi u ng có th t. Theo ả ế ằ ệ ứ ậ

đ nh lý Bayes:ị P(HA|E)=P(E|HA) P(HA) / P(E)

trong đó Pr(HA) là xác su t tiên nghi m c a ấ ệ ủ HA tr c khi ta th y đ c hi u ng, Pr(ướ ấ ượ ệ ứ E|HA) là 

xác su t th y đ c ấ ấ ượ E, v i gi  thi t r ng hi u ng này có th t, còn Pr(ớ ả ế ằ ệ ứ ậ E) là xác su t th y đ c ấ ấ ượ
E d i b t kì gi  thi t nào. Vì hi u ng thì ho c là có th t, ho c là không nênướ ấ ả ế ệ ứ ặ ậ ặ

Pr(E) = Pr(E|HA) Pr(HA) + Pr(E|H0) Pr(H0)

L y ví d , tôi s  đi tính Pr(ấ ụ ẽ HA|E) đ i v i th i gian mang thai theo s  li u c a NSFG. Chúng ta đã ố ớ ờ ố ệ ủ

tính đ c Pr(ượ E|{0}) = 0.166, vì v y t t c  nh ng gì ta c n làm là tính đ c Pr(ậ ấ ả ữ ầ ượ E|HA) r i ch n m t ồ ọ ộ

giá tr  cho xác su t tiên nghi m.ị ấ ệ

Đ  tính đ c, Pr(ể ượ E|HA), chúng ta gi  s  r ng hi u ng là có th t, —nghĩa là khác bi t trong th i ả ử ằ ệ ứ ậ ệ ờ

gian mang thai trung bình, δ, chính là giá tr  mà ta quan sát đ c, 0,078. (Cách xác l p ị ượ ậ HA nh  th  ư ế

này đôi chút gi  d i. Tôi s  gi i thích và gi i quy t v n đ  này trong m c ti p theo.)ả ố ẽ ả ả ế ấ ề ụ ế

B ng cách phát sinh ra 1000 c p m u, m i c p có ch a hai giá tr  t  hai phân b , tôi c tính đ c ằ ặ ẫ ỗ ặ ứ ị ừ ố ướ ượ

Pr(E|HA) = 0,494. V i xác su t tiên nghi m Pr(ớ ấ ệ HA) = 0,5, thì xác su t h u nghi m c a ấ ậ ệ ủ HA là 0,748.

Vì v y n u xác su t tiên nghi m c a ậ ế ấ ệ ủ HA là 50%, thì xác su t đ c c p nh t, t c là đã tính đ n b ng ấ ượ ậ ậ ứ ế ằ

ch ng thu đ c t  b  s  li u này, đ t g n 75%. Vi c xác su t h u nghi m cao h n tiên nghi m là ứ ượ ừ ộ ố ệ ạ ầ ệ ấ ậ ệ ơ ệ
h p lý, vì s  li u đã ph n nào c ng c  cho gi  thi t. Nh ng d ng nh  có s  b t ng  vì chênh l ch ợ ố ệ ầ ủ ố ả ế ư ườ ư ự ấ ờ ệ
này quá l n, đ c bi t là khi ta đã tính ra đ c s  khác bi t v  tr  trung bình không có ý nghĩa th ng ớ ặ ệ ượ ự ệ ề ị ố
kê.

Trên th c t , ph ng pháp mà tôi đã dùng  m c này không hoàn toàn đúng, và nó có khuynh ự ế ươ ở ụ
h ng phóng đ i t m nh h ng c a b ng ch ng.  m c k  ti p, ta s  đi u ch nh l i xu h ng này.ướ ạ ầ ả ưở ủ ằ ứ Ở ụ ế ế ẽ ề ỉ ạ ướ

Hãy dùng s  li u t  NSFG đ  tính xem xác su t h u nghi m đ  các d ng phân b  cân ố ệ ừ ể ấ ậ ệ ể ạ ố
n ng tr  s  sinh đ i v i tr  đ u lòng và tr  sinh sau khác bi t là bao nhiêu?ặ ẻ ơ ố ớ ẻ ầ ẻ ệ

B n có th  b t đ u v i mã l nh mà tôi đã dùng đ  phát sinh k t qu  trong m c này, v n ạ ể ắ ầ ớ ệ ể ế ả ụ ố
t i đ c v  t  ả ượ ề ừ http://thinkstats.com/hypothesis.py.

http://thinkstats.com/hypothesis.py


Th m đ nh chéoẩ ị

 ví d  tr c, ta đã s  d ng b  s  li u đ  l p nên gi  thi t Ở ụ ướ ử ụ ộ ố ệ ể ậ ả ế HA, và r i dùng chính b  s  li u đó đ  ồ ộ ố ệ ể

ki m đ nh. Đi u này là không hay và r t d  d n đ n nh ng k t qu  gây l c h ng.ể ị ề ấ ễ ẫ ế ữ ế ả ạ ướ

V n đ  là  ch  ngay c  khi gi  thi t không là đúng thì d ng nh  v n có m t khác bi t δ nào đó ấ ề ở ỗ ả ả ế ườ ư ẫ ộ ệ

gi a hai nhóm, ch  do tình c . N u ta dùng giá tr  quan sát đ c, δ, đ  l p nên gi  thi t thì Pr(ữ ỉ ờ ế ị ượ ể ậ ả ế HA|E) 

s  có kh  năng cao ngay c  khi ẽ ả ả HA là sai.

Ta có th  gi i quy t v n đ  này b ng cách ể ả ế ấ ề ằ th m đ nh chéoẩ ị , trong đó dùng m t b  s  li u đ  tính ộ ộ ố ệ ể

δ và m t b  s  li u ộ ộ ố ệ khác đ  tính ể HA. B  s  li u th  nh t đ c g i là ộ ố ệ ứ ấ ượ ọ b  hu n luy nộ ấ ệ ; còn cái th  hai ứ

đ c g i là ượ ọ b  ki m traộ ể .

Trong m t nghiên c u ki u nh  NSFG, v n phân tích các nhóm khác nhau đ i v i t ng chu kì thì taộ ứ ể ư ố ố ớ ừ
có th  dùng m t chu kì đ  hu n luy n và m t chu kì khác đ  ki m tra. Ho c ta có th  phân chia s  ể ộ ể ấ ệ ộ ể ể ặ ể ố
li u thành hai b  s  li u con (m t cách ng u nhiên), r i dùng m t b  đ  hu n luy n và m t b  đ  ệ ộ ố ệ ộ ẫ ồ ộ ộ ể ấ ệ ộ ộ ể
ki m tra.ể

Tôi th c hi n cách làm th  hai, phân chia s  li u c a Chu kì 6 thành hai n a g n b ng nhau. Tôi ự ệ ứ ố ệ ủ ử ầ ằ
ti n hành ch y ch ng trình ki m đ nh vài l n v i các nhóm khác nhau ng u nhiên. Giá tr  trung ế ạ ươ ể ị ầ ớ ẫ ị

bình c a xác su t h u nghi m b ng Pr(ủ ấ ậ ệ ằ HA|E) = 0,621. Nh  đ c mong đ i, nh h ng c a b ng ư ượ ợ ả ưở ủ ằ

ch ng đã nh  h n, ph n là vì kích c  m u ki m đ nh nh  h n, và cuxgn vì chúng ta không còn dùngứ ỏ ơ ầ ỡ ẫ ể ị ỏ ơ
chung s  li u đ  hu n luy n và ki m th .ố ệ ể ấ ệ ể ử

Thông báo k t qu  tính xác su t Bayesế ả ấ

 m c tr c ta đã ch n xác su t tiên nghi m Pr(Ở ụ ướ ọ ấ ệ HA) = 0,5. N u ta có m t t p h p cá gi  thi t và ế ộ ậ ợ ả ế

không có lý do nào đ  coi r ng m t gi  thi t có kh  năng x y ra nhi u h n gi  thi t khác, thì cách ể ằ ộ ả ế ả ả ề ơ ả ế
thông th ng là gán chúng các xác su t b ng nhau.ườ ấ ằ

Có ng i ph n đ i xác su t Bayes vì h  d a vào các xác su t tiên nghi m, và ng i ta có th  không ườ ả ồ ấ ọ ự ấ ệ ườ ể
th ng nh t cùng m t xác su t tiên nghi m đúng. V i nh ng ng i luôn mong đ i k t qu  khoa h c ố ấ ộ ấ ệ ớ ữ ườ ợ ế ả ọ
ph i khách quan và ph  quát thì đ c tính nói trên th t không n th a.ả ổ ặ ậ ổ ỏ

Câu tr  l i đ i v i ý ki n ph n bác trên là, trong th c t , các b ng ch ng v ng vàng th ng có xu ả ờ ố ớ ế ả ự ế ằ ứ ữ ườ
th  áp đ o nh h ng c a đi u ki n tiên nghi m, vì v y dù ta có xu t phát t  nh ng đi u ki n tiên ế ả ả ưở ủ ề ệ ệ ậ ấ ừ ữ ề ệ
nghi m khác nhau thì cu i cùng v n s  h i t  v  cùng m t xác su t h u nghi m.ệ ố ẫ ẽ ộ ụ ề ộ ấ ậ ệ

M t l a ch n khác là ch  thông báo m i ộ ự ọ ỉ ỗ t  s  kh  năngỉ ố ả , Pr(E | HA)  /  Pr(E|H0), thay vì xác su t h uấ ậ

nghi m. B ng cách này b n đ c có th  đ a vào b t kì đi u ki n tiên nghi m nào tùy ý và t  tính ra ệ ằ ạ ọ ể ư ấ ề ệ ệ ự
xác su t h u nghi m (nói nghiêm túc). T  s  kh  năng đ i khi còn đ c g i là h  s  Bayes (xem ấ ậ ệ ỉ ố ả ố ượ ọ ệ ố

http://wikipedia.org/wiki/Bayes_factor).

N u xác su t tiên nghi m trong gi i thi t ế ấ ệ ả ế HA c a b n b ng 0,3 và m t b ng ch ng m i ủ ạ ằ ộ ằ ứ ớ

xu t hi n cho ra t  s  kh  năng b ng 3 so v i gi  thi t không, ấ ệ ỉ ố ả ằ ớ ả ế H0, thì xác su t h u ấ ậ

nghi m c a ệ ủ HA s  b ng bao nhiêu?ẽ ằ

http://wikipedia.org/wiki/Bayes_factor


Bài t p này đ c đi u ch nh t  ngu n MacKay, ậ ượ ề ỉ ừ ồ Information Theory, Inference, and 
Learning Algorithms:

Hai ng i v a đ  l i v t máu  hi n tr ng m t v  ph m t i. Nghi ph m ườ ừ ể ạ ế ở ệ ườ ộ ụ ạ ộ ạ
Oliver đ c l y m u máu và xác đ nh là thu c nhóm máu O. Các nhóm máuượ ấ ẫ ị ộ
c a hai v t đ c phát hi n l n l t thu c nhóm O (m t nhóm máu thông ủ ế ượ ệ ầ ượ ộ ộ
d ng trong t ng th  dân c  c a đ a ph ng, v i t n s  60%) và nhóm AB ụ ổ ể ư ủ ị ươ ớ ầ ố
(nhóm máu hi m v i t n s  ch  1%). Li u s  li u này (ki u nhóm máu tìm ế ớ ầ ố ỉ ệ ố ệ ể
đ c  hi n tr ng) có là b ng ch ng ng h  vi c quy k t Oliver là m t ượ ở ệ ườ ằ ứ ủ ộ ệ ế ộ
trong hai ng i đ  l i v t máu  hi n tr ng hay không?ườ ể ạ ế ở ệ ườ

G i ý: Hãy tính t  l  kh  năng cho b ng ch ng này; n u nó l n h n 1, thì b ng ch ng cóợ ỉ ệ ả ằ ứ ế ớ ơ ằ ứ
tính ng h  cho vi c quy k t. B n có th  xem nh ng phân tích và l i gi i  trang 55 ủ ộ ệ ế ạ ể ữ ờ ả ở
trong cu n sách c a MacKay.ố ủ

Ki m đ nh khi-bình ph ngể ị ươ

 M cỞ ụ  threshold chúng ta đã k t lu n r ng khác bi t bi u ki n v  th i gian mang thai trung bình v iế ậ ằ ệ ể ế ề ờ ớ
tr  đ u lòng và tr  sinh sau là không có ý nghĩa. Nh ng đ n M cẻ ầ ẻ ư ế ụ  relative.risk, khi tính r i ro t ng ủ ươ
đ i, ta đã th y r ng các tr  đ u lòng có xu h ng đ c chào đ i s m h n, ít khi sinh đúng l ch, và ố ấ ằ ẻ ầ ướ ượ ờ ớ ơ ị
cũng có xu h ng chào đ i mu n so v i tr  sinh sau.ướ ờ ộ ớ ẻ

Vì v y có l  các phân b  s  có cùng tr  trung bình nh ng v i ph ng sai khác nhau. Ta có th  ki m ậ ẽ ố ẽ ị ư ớ ươ ể ể
tra m c ý nghĩa c a khác bi t v  ph ng sai, tuy nhiên ph ng sai thì không v ng b ng tr  trung ứ ủ ệ ề ươ ươ ữ ằ ị
bình, và các ki m đ nh gi  thi t v  ph ng sai th ng có đ ng thái không t t.ể ị ả ế ề ươ ườ ộ ố

M t cách làm khác là ki m đ nh m t gi  thi t ph n ánh tr c ti p h n v  hi u ng bi u hi n; đó là ộ ể ị ộ ả ế ả ự ế ơ ề ệ ứ ể ệ
gi  thi t r ng tr  đ u lòng có nhi u kh  năng chào đ i x m h n, ít chào đ i đúng l ch, và cũng ả ế ằ ẻ ầ ề ả ờ ớ ơ ờ ị
nhi u kh  năng chào đ i mu n h n.ề ả ờ ộ ơ

Chúng ta ti n hành theo năm b c đ n gi n sau:ế ướ ơ ả

1. Chúng ta đ nh nghĩa m t t p h p các h ng m c, g i là ị ộ ậ ợ ạ ụ ọ ô, đ  phân lo i cho t ng đ a tr .  ví ể ạ ừ ứ ẻ Ở
d  này, có 6 ô vì tr  có hai nhóm (đ u lòng và sinh sau) cùng ba ngăn (th i gian sinh s m, ụ ẻ ầ ờ ớ
đúng l ch, và sinh mu n).Tôi s  dùng các đ nh nghĩa  M cị ộ ẽ ị ở ụ  r i ro t ng đ i: m t đ a tr  ủ ươ ố ộ ứ ẻ
đ c coi là sinh s m n u chào đ i vào Tu n 37 ho c tr c dó, sinh đúng l ch n u chào đ i ượ ớ ế ờ ầ ặ ướ ị ế ờ
vào m t trong các Tu n 38, 39 ho c 40, và mu n n u chào đ i vào Tu n 41 ho c ch m h n. ộ ầ ặ ộ ế ờ ầ ặ ậ ơ

2. Chúng ta đi tính s  tr  đ c trông đ i trong t ng ô. Theo gi  thi t không, ta gi  s  r ng hai ố ẻ ượ ợ ừ ả ế ả ử ằ
nhóm tr  em này thu c hai nhóm có cùng d ng phân b , vì v y ta có th  tính xác su t chung:ẻ ộ ạ ố ậ ể ấ
Pr(s m), Pr(đúng l ch) and Pr(mu n).V i tr  đ u lòng, ta có ớ ị ộ ớ ẻ ầ n = 4413 m u, vì v y theo gi  ẫ ậ ả
thi t không chúng ta trông đ i r ng có ế ợ ằ n Pr(s m) đ a tr  đ u lòn s  chào đ i s m, ớ ứ ẻ ầ ẽ ờ ớ n Pr(đúng
l ch) chào đ i đúng l ch, v.v. T ng t , ta có ị ờ ị ươ ự m = 4735 đ a tr  sinh sau, vì v y s  trông đ i ứ ẻ ậ ẽ ợ
có m Pr(s m) tr  sinh sau s  chào đ i s m, v.v. ớ ẻ ẽ ờ ớ

3. V i t ng ô, ta đi tính đ  l ch, t c là hi u s  gi a giá tr  quan sát đ c, ớ ừ ộ ệ ứ ệ ố ữ ị ượ Oi, v i giá tr  đ c ớ ị ượ

trông đ i (kì v ng), ợ ọ Ei. 



4. Chúng ta đi tính m t đ  đo nào đó cho t ng đ  l ch; đ i l ng này đ c g i là ộ ộ ổ ộ ệ ạ ượ ượ ọ đ c tr ng ặ ư

th ng kê ki m đ nhố ể ị . L a ch n thông d ng nh t là đ c tr ng th ng kê khi-bình ph ng:χự ọ ụ ấ ặ ư ố ươ 2 = 

∑i(Oi–Ei)
2 / Ei 

5. Có th  s  d ng mô ph ng Monte Carlo đ  tính giá tr  p, v n là xác su t th y đ c đ c tr ng ể ử ụ ỏ ể ị ố ấ ấ ượ ặ ư
th ng kê khi-bình ph ng cao b ng giá tr  quan sát đ c theo gi  thi t không. ố ươ ằ ị ượ ả ế

Khi dùng đ n đ c tr ng th ng kê khi-bình ph ng, quá trình này đ c g i là ế ặ ư ố ươ ượ ọ ki m đ nh khi-bình ể ị
ph ngươ . M t đ c đi m c a ki m đ nh khi-bình ph ng là phân b  c a đ c tr ng đ c ki m đ nh cóộ ặ ể ủ ể ị ươ ố ủ ặ ư ượ ể ị
th  tính đ c theo công th c chính xác.ể ượ ứ

D a vào s  li u t  NSFG tôi tính đ c χự ố ệ ừ ượ 2 = 91,64; v n s  x y ra ng u nhiên ch ng m t l n trong số ẽ ả ẫ ừ ộ ầ ố
1 v n l n. Tôi k t lu n r ng k t qu  này có ý nghĩa v  m t th ng kê, ch  v i m t l u ý: m t l n n a ạ ầ ế ậ ằ ế ả ề ặ ố ỉ ớ ộ ư ộ ầ ữ
ta đã dùng cùng b  d  li u cho vi c khám phá và ki m th . T t h n h t là ki m tra l i k t qu  này ộ ữ ệ ệ ể ử ố ơ ế ể ạ ế ả
v i m t b  s  li u khác.ớ ộ ộ ố ệ

B n có th  t i v  mã l nh mà tôi dùng cho m c này t  ạ ể ả ề ệ ụ ừ http://thinkstats.com/chi.py.

Gi  d  r ng b n đi u hành m t sòng b c và nghi ng  r ng m t khách ch i đã đánh tráo ả ụ ằ ạ ề ộ ạ ờ ằ ộ ơ
m t quân xúc s c s n có c a sòng b c b ng m t quân xúc s c “l ch”; nghĩa là nó có xu ộ ắ ẵ ủ ạ ằ ộ ắ ệ
h ng gieo đ c m t m t nhi u h n h n nh ng m t khác. B n đã b t gi  ng i khách ướ ượ ộ ặ ề ơ ẳ ữ ặ ạ ắ ữ ườ
gian l n và t ch thu quân xúc s c, nh ng gi  đây b n ph i ch ng t  r ng quân xúc s c ậ ị ắ ư ờ ạ ả ứ ỏ ằ ắ
này b  l ch.ị ệ

B n gieo xúc s c 60 l n và nh n đ c k t qu  sau:ạ ắ ầ ậ ượ ế ả

Giá tr  1 2 3ị   4 5 6
T n sầ ố  8 9 19 6 8 10

Đ c tr ng th ng kê khi-bình ph ng cho các giá tr  này b ng bao nhiêu? Xác su t đ  ặ ư ố ươ ị ằ ấ ể
th y đ c m t giá tr  khi-bình ph ng l n nh  v y m t cách ng u nhiên là bao nhiêu?ấ ượ ộ ị ươ ớ ư ậ ộ ẫ

L y m u l i m t cách hi u quấ ẫ ạ ộ ệ ả

B t c  ai tr c khi đ c sách này đã đ c h c xác su t có th  b t c i khi th y Hình ấ ứ ướ ọ ượ ọ ấ ể ậ ườ ấ
[length_deltas_cdf], b i vì tôi đã ph i ch y máy tính r t nhi u m i mô ph ng đ c đi u mà l  ra đã ở ả ạ ấ ề ớ ỏ ượ ề ẽ
hình dung đ c b ng cách gi i tích.ượ ằ ả

Rõ ràng là phân tích toán h c không ph i là tr ng tâm c a cu n sách này. Tôi s n lòng dùng máy ọ ả ọ ủ ố ẵ
tính đ  làm theo cách “đ n đ n” này, vì tôi nghĩ r ng ng i m i h c thì s  d  hi u các k t qu  mô ể ầ ộ ằ ườ ớ ọ ẽ ễ ể ế ả
ph ng b i máy tính h n, và d  th y h n r ng chúng đúng đ n. Mi n là ch ng trình mô ph ng ỏ ở ơ ễ ấ ơ ằ ắ ễ ươ ỏ
không ch y quá lâu, thì tôi cũng không b n tâm gì vi c b  qua b c phân tích theo công th c.ạ ậ ệ ỏ ướ ứ

Dù v y, v n có nh ng lúc mà vi c phân tích m t chút có th  ti t ki m đ c nh ng công s c tính ậ ẫ ữ ệ ộ ể ế ệ ượ ữ ứ
toán, và Hình length_deltas_cdf là m t trong nh ng tr ng h p đó.ộ ữ ườ ợ

Hãy nh  r ng chúng ta đang ki m đ nh hi u s  quan sát đ c gi a th i gian mang thai v i ớ ằ ể ị ệ ố ượ ữ ơ ớ n = 4413
tr  đ u lòng và ẻ ầ m = 4735 tr  sinh sau. Ta đã thi t l p đ c phân b  t ng h p cho t t c  nh ng đ a ẻ ế ậ ượ ố ổ ợ ấ ả ữ ứ
tr , l y ra các m u v i các kích th c ẻ ấ ẫ ớ ướ n và m, r i đi tính hi u s  gi a các tr  trung bình m u.ồ ệ ố ữ ị ẫ

http://thinkstats.com/chi.py


Tay vào đó, ta có th  tính tr c ti p phân b  c a hi u s  gi a các tr  trung bình m u. Đ  b t đ u, ta ể ự ế ố ủ ệ ố ữ ị ẫ ể ắ ầ
hãy hình dung tr  trung bình c a m t m u là gì: ta rút ra ị ủ ộ ẫ n m u t  m t phân b , c ng chúng l i, r i ẫ ừ ộ ố ộ ạ ồ

chia cho n. N u phân b  có tr  trung bình μế ố ị  và ph ng sai σươ 2, thì theo Đ nh lý gi i h n trung tâm, taị ớ ạ

bi t r ng t ng c a các m u tuân theo N (ế ằ ổ ủ ẫ n μ, n σ2).

Đ  hình dung ra phân b  c a các tr  trung bình m u, ta ph i dùng đ n m t trong s  các thu c tính ể ố ủ ị ẫ ả ế ộ ố ộ

c a phân b  chu n: n u ủ ố ẩ ế X tuân theo N (μ, σ2),

aX + b ~ N(a μ + b, a2σ2)

Khi chia cho n, a = 1/n và b = 0, vì v yậ

X/n ~ N(μ /n, σ2/ n2)

Do đó phân b  c a tr  trung bình m u là N (μ, σố ủ ị ẫ 2/n).

Đ  thu đ c phân b  c a hi u s  gi a hai tr  trung bình m u, ta dùng đ n m t thu c tính khác c a ể ượ ố ủ ệ ố ữ ị ẫ ế ộ ộ ủ

phân b  chu n: n u ố ẩ ế X1 tuân theo N (μ1, σ1
2) và X2 tuân theo N (μ2, σ2

2),

aX1 + bX2 ~ N(aμ1 + bμ2, a2σ1
2 + b2σ2

2)

Vì v y, nh  m t tr ng h p đ c bi t:ậ ư ộ ườ ợ ặ ệ

X1 – X2 ~ N(μ1 – μ2 , σ1
2 + σ2

2)

K t h p l i, ta rút ra k t lu n r ng m u trong Hìnhế ợ ạ ế ậ ằ ẫ  length_deltas_cdf đ c rút ra t  N (0, ượ ừ f σ2), 
trong đó f = 1/n + 1/m. Thay n = 4413 và m = 4735 vào, ta trông đ i hi u s  các tr  trung bình m u ợ ệ ố ị ẫ
thuân theo N (0; 0,0032).

Chúng ta có th  dùng ể erf.NormalCdf đ  tính đ c giá tr  p c a hi u s  các tr  trung bình quan ể ượ ị ủ ệ ố ị

sát đ c:ượ

delta = 0.078 
sigma = math.sqrt(0.0032) 
left = erf.NormalCdf(-delta, 0.0, sigma) 
right = 1 - erf.NormalCdf(delta, 0.0, sigma)

T ng c a các đuôi trái và ph i cho ta giá tr  p, b ng 0,168; v n khá sát v i giá tr  mà ta c tính t  ổ ủ ả ị ằ ố ớ ị ướ ừ
vi c tái l p m u; 0,166. B n có th  t i v  đo n mã l nh mà tôi dùng trong m c này t  ệ ậ ẫ ạ ể ả ề ạ ệ ụ ừ
http://thinkstats.com/hypothesis_analytic.py

Đ  m nhộ ạ

Khi k t qu  c a m t ki m đ nh th ng kê là âm tính (nghĩa là hi u ng không có ý nghĩa th ng kê) ế ả ủ ộ ể ị ố ệ ứ ố
thì li u ta có k t lu n r ng hi u ng đó không ph i là th t không? Đi u này tùy thu c vào đ  m nh ệ ế ậ ằ ệ ứ ả ậ ề ộ ộ ạ
c a phép ki m đ nh.ủ ể ị

Đ  m nhộ ạ  th ng kê là xác su t mà phép ki m đ nh s  d ng tính khi gi i thi t không b  sai. Nói ố ấ ể ị ẽ ươ ả ế ị
chung, đ  m nh c a m t phép ki m đ nh thì ph  thu c vào kích th c m u, đ  l n c a hi u ng, vàộ ạ ủ ộ ể ị ụ ộ ướ ẫ ộ ớ ủ ệ ứ
ng ng α.ưỡ

http://thinkstats.com/hypothesis_analytic.py


Đ  m nh c a phép ki m đ nh  M cộ ạ ủ ể ị ở ụ  threshold b ng bao nhiêu, v i αằ ớ  = 0,05 và gi  thi t ả ế
r ng hi u s  đúng gi a hai tr  trung bình b ng 0,078 tu n?ằ ệ ố ữ ị ằ ầ

B n có th  c tính đ  m nh b ng cách phát sinh ra nh ng m u ng u nhiên t  các phân ạ ể ướ ộ ạ ằ ữ ẫ ẫ ừ
b  v i hi u s  tr  trung bình co tr c, ki m đ nh hi u s  tr  trung bình quan sát đ c, và ố ớ ệ ố ị ướ ể ị ệ ố ị ượ
đ m s  l n d ng tính.ế ố ầ ươ

Đ  m nh c a phép ki m đ nh v i αộ ạ ủ ể ị ớ  = 0,10 là bao nhiêu?

M t cách báo cáo đ  m nh c a m t phép ki m đ nh, cùng v i m t k t qu  âm tính, là phát bi u ki uộ ộ ạ ủ ộ ể ị ớ ộ ế ả ể ể
nh , “N u hi u ng bi u ki n mà l n b ng ư ế ệ ứ ể ế ớ ằ X, thì phép ki m đ nh này s  bác b  gi  thi t không v i ể ị ẽ ỏ ả ế ớ
xác su t ấ p.”

Thu t ngậ ữ

ý nghĩa: 
M t hi u ng đ c g i là có ý nghĩa th ng kê n u nó d ng nh  không x y ra m t cách tình ộ ệ ứ ượ ọ ố ế ườ ư ả ộ
c . ờ

gi  thi t không: ả ế
Mô hình c a m t h  th ng d a trên gi  thi t r ng hi u ng bi u ki n ch  là tình c . ủ ộ ệ ố ự ả ế ằ ệ ứ ể ế ỉ ờ

giá tr  p: ị
Xác su t đ  m t hi u ng x y ra tình c . ấ ể ộ ệ ứ ả ờ

ki m đ nh giá thi t: ể ị ế
Quá trình xác đ nh xem li u m t hi u ng bi u ki n có ý nghĩa v  m t th ng kê không. ị ệ ộ ệ ứ ể ế ề ặ ố

d ng tính sai: ươ
K t lu n r ng m t hi u ng là có th t trong khi không ph i nh  v y. ế ậ ằ ộ ệ ứ ậ ả ư ậ

âm tính sai: 
K t lu n r ng m t hi u ng là tình c  trong khi không ph i nh  v y. ế ậ ằ ộ ệ ứ ờ ả ư ậ

phép th  hai phía: ử
Phép th  trong đó đ t câu h i, “Kh  năng c a m t hi u ng l n b ng hi u ng quan sát đ c, ử ặ ỏ ả ủ ộ ệ ứ ớ ằ ệ ứ ượ
b t k  âm ho c d ng, là bao nhiêu?” ấ ể ặ ươ

phép th  m t phía: ử ộ
Phép th  trong đó đ t câu h i, “Kh  năng c a m t hi u ng l n b ng hi u ng quan sát đ c, ử ặ ỏ ả ủ ộ ệ ứ ớ ằ ệ ứ ượ
v i cùng d u, là bao nhiêu?” ớ ấ

th m đ nh chéo: ẩ ị
Quá trình ki m đ nh gi  thi t trong đó dùng m t b  s  li u đ  phân tích s  li u khám phá và ể ị ả ế ộ ộ ố ệ ể ố ệ
m t b  kia đ  dùng cho vi c ki m đ nh. ộ ộ ể ệ ể ị

b  hu n luy n: ộ ấ ệ
B  s  li u dùng đ  xác l p m t gi  thi t cho vi c ki m th . ộ ố ệ ể ậ ộ ả ế ệ ể ử

b  ki m tra: ộ ể
B  s  li u dùng đ  ki m th . ộ ố ệ ể ể ử

đ c tr ng th ng kê ki m đ nh: ặ ư ố ể ị
M t đ c tr ng th ng kê đ c dùng đ  đo m c đ  khác bi t gi a m t hi u ng bi u ki n so v iộ ặ ư ố ượ ể ứ ộ ệ ữ ộ ệ ứ ể ế ớ
đi u đ c trông đ i x y ra tình c . ề ượ ợ ả ờ

ki m đ nh khi-bình ph ng: ể ị ươ
Phép ki m đ nh có dùng đ c tr ng khi-bình ph ng làm đ c tr ng th ng kê ki m đ nh. ể ị ặ ư ươ ặ ư ố ể ị

t  s  kh  năng: ỉ ố ả
T  s  gi a Pr(ỉ ố ữ E|A) và Pr(E|B) c a hai gi  thi t ủ ả ế A và B, là m t cách đ  báo cáo k t qu  c a ộ ể ế ả ủ
phân tích Bayes mà không ph  thu c vào xác su t tiên nghi m. ụ ộ ấ ệ

ô: 
Trong ki m đ nh khi-bình ph ng, nh ng h ng m c đ  phân chia các k t qu  quan sát vào. ể ị ươ ữ ạ ụ ể ế ả

đ  m nh: ộ ạ



Xác su t mà m t phép th  s  bác b  gi  thi t không n u gi  thi t này là sai. ấ ộ ử ẽ ỏ ả ế ế ả ế

1. Còn đ c bi t đ n v i tên “M c [tiêu chu n] ý nghĩa.” ượ ế ế ớ ứ ẩ ↩ 
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Ch ng 8: cươ Ướ     l ngượ
Tr  v  ở ề M c l cụ ụ  cu n sáchố

Trò ch i c l ngơ ướ ượ

Ta hãy cùng tham gia m t trò ch i. Tôi s  nghĩ trong đ u m t d ng phân b , còn b n ph i đoán xemộ ơ ẽ ầ ộ ạ ố ạ ả
đó là phân b  gì. Chúng ta s  b t đ u m t cách d  dàng r i sau đó s  khó d n lên.ố ẽ ắ ầ ộ ễ ồ ẽ ầ

Tôi đang nghĩ đ n m t d ng phân b .ế ộ ạ ố  Sau đây là hai l i g i ý; đó là m t phân b  chu n, và sau đây ờ ợ ộ ố ẩ
là m t m u ng u nhiên đ c rút t  nó:ộ ẫ ẫ ượ ừ

{–0,441 ; 1,774 ; –0,101 ; –1,138 ; 2,975 ; –2,138}

B n th  đoán xem tham s  tr  trung bình, μ, c a phân b  này b ng bao nhiêu?ạ ử ố ị ủ ố ằ

M t cách l a ch n là dùng tr  trung bình m u đ  c tính μ. Cho đ n gi  ta dùng kí hi u μộ ự ọ ị ẫ ể ướ ế ờ ệ  chung 
cho c  tr  trung bình m u và tham s  trung bình, nh ng bây gi  đ  phân bi t chúng, tôi s  dùngả ị ẫ ố ư ờ ể ệ ẽ

 cho tr  trung bình m u.  ví d  này, ị ẫ Ở ụ  b ng 0,155; vì v y s  có lý khi d  ằ ậ ẽ ự
đoán μ = 0,155.

Quá trình này đ c g i là ượ ọ c l ngướ ượ , và đ c tr ng th ng kê mà ta xét đ n (tr  trung bình m u) đ cặ ư ố ế ị ẫ ượ
g i là ọ tham s  c l ngố ướ ượ .

Vi c dùng tr  trung bình m u đ  c l ng μệ ị ẫ ể ướ ượ  là hi n nhiên đ n n i th t khó t ng t ng n i m t ể ế ỗ ậ ưở ượ ổ ộ
cách làm khác. Nh ng gi  d  r ng chúng ta thay đ i trò ch i b ng cách đ a vào các đi m bi t l p.ư ả ụ ằ ổ ơ ằ ư ể ệ ậ

Tôi đang nghĩ v  m t phân b .ề ộ ố  Đó là m t phân b  chu n, và sau đây là m t m u thu th p đ c b i ộ ố ẩ ộ ẫ ậ ượ ở
ng i đi u tra viên không đáng tin c y, đôi khi l i m c l i đ t nh m d u ph y c a ph n th p phân.ườ ề ậ ạ ắ ỗ ặ ầ ấ ẩ ủ ầ ậ

{–0.441, 1.774, –0.101, –1.138, 2.975, –213.8}

Bây gi  c đoán c a b n v  μ b ng bao nhiêu? N u b n dùng tr  trung bình m u thì c đoán s  ờ ướ ủ ạ ề ằ ế ạ ị ẫ ướ ẽ
b ng –35,12. Li u đó có ph i là l a ch n t t nh t không? Còn có nh ng cách nào khác?ằ ệ ả ự ọ ố ấ ữ

Có m t cách khác là nh n bi t và lo i b  các đi m bi t l p, r i tính tr  trung bình m u c a nh ng s  ộ ậ ế ạ ỏ ể ệ ậ ồ ị ẫ ủ ữ ố
còn l i. M t cách n a là dùng s  trung v  đ  c l ng.ạ ộ ữ ố ị ể ướ ượ

c l ng nào là t t nh t còn ph  thu c vào t ng tr ng h p c  th  (ch ng h n, li u có đi m bi t Ướ ượ ố ấ ụ ộ ừ ườ ợ ụ ể ẳ ạ ệ ể ệ
l p hay không) và vào m c tiêu c a c l ng. B n nh m m c đích gi m thi u sai s , hay nâng cao ậ ụ ủ ướ ượ ạ ằ ụ ả ể ố
t i đa kh  năng tìm đ c đáp s  đúng?ố ả ượ ố

N u nh  không có đi m bi t l p nào thì tr  trung bình m u s  làm gi m thi u ế ư ể ệ ậ ị ẫ ẽ ả ể sai s  quân ph ngố ươ  
(mean squared error, MSE). N u b n ch i trò đoán s  này nhi u l n, và m i l n tính sai sế ạ ơ ố ề ầ ỗ ầ ố

 – μ, thì tr  trung bình m u s  làm gi m thi u đ i l ngị ẫ ẽ ả ể ạ ượ

MSE = (1/m) ∑(  – μ)2

https://quangchien.wordpress.com/2012/02/06/ch8-thinkstats/
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trong đó m là s  l n đoán (khác v i ố ầ ớ n, là kích th c m u dùng đ  tính ướ ẫ ể ).

Gi m thi u MSE là m t đi u t t, nh ng nó không ph i luôn là chi n l c t i u. Ch ng h n, gi  s  ả ể ộ ề ố ư ả ế ượ ố ư ẳ ạ ả ử
ta c n c tính d ng phân b  t c đ  gió t i m t công tr ng. N u ta đoán gió quá m nh thì có th  sầ ướ ạ ố ố ộ ạ ộ ườ ế ạ ể ẽ
ph i xây d ng v i chi phí quá đ t. Nh ng n u ta đoán gió quá y u thì công trình có th  s  s p đ . ả ự ớ ắ ư ế ế ể ẽ ụ ổ
B i vì chi phí xây d ng ph  thu c vào sai s  theo m t d ng b t đ i x ng nên vi c gi m thi u MSE ở ự ụ ộ ố ộ ạ ấ ố ứ ệ ả ể
không ph i là cách t t nh t.ả ố ấ

L y m t ví d  khác, ch ng h n khi tôi gieo xúc s c 3 l n và đ  ngh  b n c tính t ng s  ch m. N uấ ộ ụ ẳ ạ ắ ầ ề ị ạ ướ ổ ố ấ ế
đoán đúng, b n s  nh n m t ph n th ng; còn n u không thì s  ch ng đ c gì. Trong tr ng h p ạ ẽ ậ ộ ầ ưở ế ẽ ẳ ượ ườ ợ
này giá tr  làm gi m thi u MSE là 10,5; nh ng nó s  là m t d  đoán hoàn toàn sai. Trong trò ch i ị ả ể ư ẽ ộ ự ơ
này, b n mu n có m t c đoán có kh  năng đúng nhi u nh t, t c là m t ạ ố ộ ướ ả ề ấ ứ ộ c đoán kh  năng cao ướ ả
nh tấ  (Maximum Likelihood Estimator, MLE). N u b n ch n 10 ho c 11, b n s  có kh  năng đoán ế ạ ọ ặ ạ ẽ ả
trúng b ng 1 ph n 8, và đó là kh  năng t t nh t b n có th  đ t đ c.ằ ầ ả ố ấ ạ ể ạ ượ

Hãy vi t m t hàm đ  rút ng u nhiên 6 giá tr  t  m t phân b  chu n v i μế ộ ể ẫ ị ừ ộ ố ẩ ớ  = 0 và σ = 1. 

Hãy dùng tr  trung bình m u đ  c tính μị ẫ ể ướ  r i tính sai s  ồ ố  – μ. G i hàm này ọ
1000 l n và tính MSE.ầ

Bây gi  hãy s a l i ch ng trình đ  l y s  trung v  làm giá tr  c đoán. Tính l i MSE ờ ử ạ ươ ể ấ ố ị ị ướ ạ

r i so sánh nó v i MSE trong tr ng h p dùng ồ ớ ườ ợ .

c l ng ph ng saiƯớ ượ ươ

Tôi đang nghĩ v  m t phân b .ề ộ ố  Đó là phân b  chu n, và sau đây là m t m u (quen thu c):ố ẩ ộ ẫ ộ

{–0,441 ; 1,774 ; –0,101 ; –1,138 ; 2,975 ; –2,138}

Theo b n thì ph ng sai, σạ ươ 2, c a phân b  này b ng bao nhiêu? M t l n n a, l a ch n hi n nhiên ủ ố ằ ộ ầ ữ ự ọ ể

nh t là l y ph ng sai m u làm giá tr  c l ng. Tôi s  kí hi u ph ng sai m u là ấ ấ ươ ẫ ị ướ ượ ẽ ệ ươ ẫ S2, đ  phân bi t ể ệ

v i tham s  ch a bi t là σớ ố ư ế 2.

V i nh ng m u l n, ớ ữ ẫ ớ S2 là m t c l ng thích h p, nh ng v i m u bé thì giá tr  nó thiên nh . Vì ộ ướ ượ ợ ư ớ ẫ ị ỏ
đ c đi m không may này mà nó đ c g i là m t c l ng ặ ể ượ ọ ộ ướ ượ ch chệ .

M t c l ng đ c g i là ộ ướ ượ ượ ọ không ch chệ  n u nh  sai s  t ng c ng (ho c trung bình) đ c trông đ iế ư ố ổ ộ ặ ượ ợ
sau nhi u l t ch i b ng 0. Th t may là còn có m t đ i l ng th ng kê đ n gi n khác làm c ề ượ ơ ằ ậ ộ ạ ượ ố ơ ả ướ

l ng không ch ch cho σượ ệ 2:

V n đ  nan gi i nh t đ i v i c l ng này là cách dùng tên g i và kí hi u c a nó không th ng ấ ề ả ấ ố ớ ướ ượ ọ ệ ủ ố

nh t. Cái tên “ph ng sai m u” có th  đ c dùng cho c  ấ ươ ẫ ể ượ ả S2 và Sn-1
2, còn kí hi u ệ S2 đ c dùng đ  ượ ể

ch  c  hai đ i l ng này.ỉ ả ạ ượ



Đ  hi u đ c t i sao ể ể ượ ạ S2 là c l ng ch ch, và ch ng minh r ng ướ ượ ệ ứ ằ Sn-1
2 không ch ch, b n có th  ệ ạ ể

tham kh o ả http://wikipedia.org/wiki/Bias_of_an_estimator.

Hãy vi t m t hàm đ  rút ng u nhiên 6 giá tr  t  m t phân b  chu n v i μế ộ ể ẫ ị ừ ộ ố ẩ ớ  = 0 và σ = 1. 
Hãy dùng ph ng sai m u đ  c tính σươ ẫ ể ướ 2 r i tính sai s  ồ ố S2 – σ2. G i hàm này 1000 l n ọ ầ
và tính sai s  trung bình (không bình ph ng).ố ươ

Bây gi  hãy s a l i ch ng trình đ  dùng c l ng không ch ch ờ ử ạ ươ ể ướ ượ ệ Sn-1
2. Tính l i sai s  ạ ố

trung bình r i xem xét li u nó có h i t  v  0 khi b n tăng s  l t ch i hay không.ồ ệ ộ ụ ề ạ ố ượ ơ

Hi u đ c các sai sể ượ ố

Tr c khi ti p t c, ta hay g  m t ch  r c r i d  gây hi u nh m. Các thu c tính nh  MSE và đ  l ch ướ ế ụ ỡ ộ ỗ ắ ỗ ễ ể ầ ộ ư ộ ệ
là nh ng giá tr  đ c trông đ i lâu d a trên nhi u l t ch i trò c đoán.ữ ị ượ ợ ự ề ượ ơ ướ

Trong b n đang ch i, b n không bi t sai s  b ng bao nhiêu. Nghĩa là, n u tôi giao cho b n m t m u ạ ơ ạ ế ố ằ ế ạ ộ ẫ
và yêu c u c tính tham s , b n có th  tính giá tr  c a m t c l ng, nh ng không th  tính giá tr  ầ ướ ố ạ ể ị ủ ộ ướ ượ ư ể ị
sai s . N u tính đ c sai s , b n đã ch ng ph i c l ng làm gì n a!ố ế ượ ố ạ ẳ ả ướ ượ ữ

Nguyên do mà ta bàn v  vi c c tính sai s  là đ  miêu t  đ ng thái c a các c l ng khác nhau ề ệ ướ ố ể ả ộ ủ ướ ượ
v  lâu dài. Trong ch ng này ta s  ch y các th  nghi m mô ph ng đ  ki m tra nh ng đ ng thái nhề ươ ẽ ạ ử ệ ỏ ể ể ữ ộ ư
v y; các thí nghi m này là “nhân t o” vì ta đã bi t giá tr  th t c a các tham s , vì v y mà tính đ c ậ ệ ạ ế ị ậ ủ ố ậ ượ
ra sai s . Nh ng khi b n làm vi c v i s  li u trên th c t  thì b n không bi t giá tr  tham s  nên ố ư ạ ệ ớ ố ệ ự ế ạ ế ị ố
không th  tính đ c sai s .ể ượ ố

Bây gi  ta hãy ti p t c trò ch i.ờ ế ụ ơ

Phân b  lũy th aố ừ

Tôi đang nghĩ v  m t d ng phân b .ề ộ ạ ố  Đó là phân b  lũy th a, và sau đây là m t m u:ố ừ ộ ẫ

{5,384 ; 4,493 ; 19,198 ; 2,790 ; 6,122 ; 12,844}

B n th  đoán xem tham s , λ, c a phân b  này b ng bao nhiêu?ạ ử ố ủ ố ằ

Nói chung, tr  trung bình c a m t phân b  lũy th a b ng 1/λ, vì v y tính ng c l i, b n có th  l yị ủ ộ ố ừ ằ ậ ượ ạ ạ ể ấ

 = 1/

Thông th ng ta dùng d u mũ đ  kí hi u cho các c l ng;  đây ườ ấ ể ệ ướ ượ ở  là c l ng c a λ. ướ ượ ủ

Và không ch  v i m t c l ng b t kì, nó cũng là c l ng kh  năng cao nh tỉ ớ ộ ướ ượ ấ ướ ượ ả ấ 1. Vì v y n u b n ậ ế ạ

mu n có c  h i nhi u nh t đ  đoán trúng λ, thì ố ơ ộ ề ấ ể  chính là cách làm.

Nh ng ta bi t r ng ư ế ằ  không còn v ng n u xu t hi n các đi m bi t l p, vì v y ta đoán r ngữ ế ấ ệ ể ệ ậ ậ ằ

 cũng g p v n đ  t ng t .ặ ấ ề ươ ự

https://quangchien.wordpress.com/2012/02/06/ch8-thinkstats/#fn1
http://wikipedia.org/wiki/Bias_of_an_estimator


Có th  ta s  tìm đ c m t cách tính khác d a trên s  trung v  m u. Nh  l i r ng s  trung v  c a m t ể ẽ ượ ộ ự ố ị ẫ ớ ạ ằ ố ị ủ ộ
phân b  lũy th a b ng log(2) / λ, vì v y l i tính ng c, ta có đ nh nghĩa cho c l ng sauố ừ ằ ậ ạ ượ ị ướ ượ

trong đó μ1/2 là s  trung v  m u.ố ị ẫ

Hãy ch y m t th  nghi m đ  xem gi a ạ ộ ử ệ ể ữ  và , cái nào cho MSE th p h n. ấ ơ
Ki m tra xem cái nào là c l ng ch ch, n u có.ể ướ ượ ệ ế

Kho ng tin c yả ậ

Đ n gi  ta m i th y nh ng c l ng cho ra giá tr  đ n l ; chúng đ c g i là ế ờ ớ ấ ữ ướ ượ ị ơ ẻ ượ ọ c l ng đi mướ ượ ể . V iớ
nhi u bài toán, ta có th  c n m t kho ng giá tr , có gi i h n trên và d i, cho m t tham s  ch a ề ể ầ ộ ả ị ớ ạ ướ ộ ố ư
bi t.ế

Ho c, t ng quát h n, ta có th  mu n c  m t d ng phân b ; nghĩa là kho ng các giá tr  mà tham s  ặ ổ ơ ể ố ả ộ ạ ố ả ị ố
có th  nh n, và v i m i giá tr  trong kho ng, có m t con s  ch  kh  năng xu t hi n là bao nhiêu.ể ậ ớ ỗ ị ả ộ ố ỉ ả ấ ệ

Đ u tiên, ta hãy xét đ n ầ ế kho ng tin c yả ậ .

Tôi đang nghĩ v  m t d ng phân b .ề ộ ạ ố  Đó là phân b  lũy th a, và sau đây là m t m u:ố ừ ộ ẫ

{5,384 ; 4,493 ; 19,198 ; 2,790 ; 6,122 ; 12,844}

Tôi mu n b n đ a ra m t kho ng giá tr  mà b n nghĩ r ng có nhi u kh  năng là tham s  ch a bi t, ố ạ ư ộ ả ị ạ ằ ề ả ố ư ế
λ, s  r i vào. C  th  h n, tôi mu n m t kho ng tin c y 90%, nghĩa là n u tôi c  ch i đi ch i l i trò ẽ ơ ụ ể ơ ố ộ ả ậ ế ứ ơ ơ ạ
này thì λ s  có 90% s  l n r i vào trong kho ng đó.ẽ ố ầ ơ ả

Hóa ra ki u trò ch i này cũng khó, cho nên tôi s  nói cho b n bi t l i gi i, và vi c b n c n làm ch  ể ơ ẽ ạ ế ờ ả ệ ạ ầ ỉ
là ki m tra l i nó.ể ạ

Kho ng tin c y th ng đ c mô t  d i d ng t  l  tr t, α, vì v y kho ng tin c y 90% có m t t  l  ả ậ ườ ượ ả ướ ạ ỉ ệ ượ ậ ả ậ ộ ỉ ệ
tr t là αượ  = 0,1. Kho ng tin c y c a tham s  λả ậ ủ ố  đ i v i phân b  lũy th a thì b ngố ớ ố ừ ằ

trong đó n là kích th c m u, ướ ẫ  là c l ng d a trên tr  trung bình, nh   m c tr c, ướ ượ ự ị ư ở ụ ướ

còn χ2(k,x) là CDF c a m t phân b  khi-bình ph ng v i ủ ộ ố ươ ớ k b c t  do, đ c tính t i ậ ự ượ ạ x (xem 

http://wikipedia.org/wiki/Chi-square_distribution).

Nói chung, các kho ng tin c y r t khó tính đ c theo cách gi i tích, nh ng khá d  tính đ c b ng ả ậ ấ ượ ả ư ễ ượ ằ
cách mô ph ng. Song tr c h t ta c n nói v  c l ng Bayes.ỏ ướ ế ầ ề ướ ượ

c l ng BayesƯớ ượ

N u b n thu th p m t m u và tính kho ng tin c y 90%, thì b n có th  s  mu n phát bi u r ng giá trế ạ ậ ộ ẫ ả ậ ạ ể ẽ ố ể ằ ị
th t c a tham s  có 90% c  h i r i vào trong kh ng này. Nh ng t  quan đi m t n su t, đi u đó là ậ ủ ố ơ ộ ơ ả ư ừ ể ầ ấ ề

http://wikipedia.org/wiki/Chi-square_distribution


không đúng vì tham s  tuy ch a bi t nh ng l i là m t giá tr  c  đ nh. Nó ch  có th  ho c là r i vào ố ư ế ư ạ ộ ị ố ị ỉ ể ặ ơ
kho ng tính đ c, ho c là không, vì v y cách đ nh nghĩa theo t n su t s  không áp d ng đ c.ả ượ ặ ậ ị ầ ấ ẽ ụ ượ

Vì v y ta hãy th  m t phiên b n khác c a trò ch i.ậ ử ộ ả ủ ơ

Tôi đang nghĩ v  m t d ng phân b .ề ộ ạ ố  Đó là phân b  lũy th a, và tôi ch n λố ừ ọ  t  m t phân b  đ u, n m ừ ộ ố ề ằ
gi a 0,5 và 1,5. Sau đây là m t m u, mà tôi s  g i là ữ ộ ẫ ẽ ọ x:

{2,675 ; 0,198 ; 1,152 ; 0,787 ; 2,717 ; 4,269}

Căn c  vào m u này, theo b n thì tôi đã ch n giá tr  λứ ẫ ạ ọ ị  b ng bao nhiêu?ằ

Trong phiên b n này c a trò ch i, λả ủ ơ  là m t đ i l ng ng u nhiên, vì v y vi c ta nói v  phân b  c a ộ ạ ượ ẫ ậ ệ ề ố ủ
nó là h p lý, và ta có th  d  dàng tính đ c nó b ng đ nh lý Bayes.ợ ể ễ ượ ằ ị

Sau đây là các b c th c hi n:ướ ự ệ

1. Chia kho ng (0,5 ; 1,5) thành m t t p h p các ngăn có kích th c b ng nhau. V i m i ngăn, ả ộ ậ ợ ướ ằ ớ ỗ

chúng ta đ nh nghĩa ị Hi, v n là gi  thi t r ng giá tr  th t c a λố ả ế ằ ị ậ ủ  r i vào ngăn th  ơ ứ i. Vì λ đ c ượ

rút ra t  m t phân b  đ u, nên xác su t tiên nghi m, P(ừ ộ ố ề ấ ệ Hi), là nh  nhau v i t t c  m i ư ớ ấ ả ọ i. 

2. V i m i gi  thi t, ta đi tính kh  năng, ớ ỗ ả ế ả P(x|Hi), v n là c  h i rút đ c m u ố ơ ộ ượ ẫ x khi cho tr c ướ

Hi.P(X|Hi) = ∏jexpo(λi, xj)trong đó expo(λ, x) là m t hàm đ  tính PDF c a phân b  lũy th a ộ ể ủ ố ừ

v i tham s  λ, t i đi m giá tr  ớ ố ạ ể ị x. 

PDFexpo(λ,x) = λe-λx

Kí hi u ∏ bi u th  cho tích c a m t dãy s  (xem ệ ể ị ủ ộ ố

http://wikipedia.org/wiki/Multiplication#Capital_Pi_notation).

3. T  đó b ng đ nh lý Bayes, phân b  h u nghi m làừ ằ ị ố ậ ệ P(Hi|x) = P(Hi) P(x|Hi) / ftrong đó f là th aừ

s  chu n hóa ố ẩ

f = ∑i P(Hi) P(X|Hi)

Cho tr c m t phân b  h u nghi m, ta d  dàng tính đ c kho ng tin c y. Ch ng h n, đ  tinh đ c ướ ộ ố ậ ệ ễ ượ ả ậ ẳ ạ ể ượ
kho ng tin c y 90%, b n có th  dùng các s  ph n trăm th  5 và 95 c a phân b  h u nghi m.ả ậ ạ ể ố ầ ứ ủ ố ậ ệ

Ti n hành c l ng Bayesế ướ ượ

Đ  bi u th  phân b  tiên nghi m, ta có th  dùng Pmf, Cdf, ho c m t cách bi u di n b t kì nào khác ể ể ị ố ệ ể ặ ộ ể ễ ấ
cho m t phân b , nh ng vì ta mu n có s  t ng ng gi a m i gi  thi t v i m t xác su t, nên Pmf làộ ố ư ố ự ươ ứ ữ ỗ ả ế ớ ộ ấ
l a ch n t  nhiên.ự ọ ự

M i giá tr  trong Pmf bi u di n cho m t gi  thi t; ch ng h n, giá tr  0,5 bi u di n cho gi  thi t r ng ỗ ị ể ễ ộ ả ế ẳ ạ ị ể ễ ả ế ằ
λ b ng 0,5. Trong phân b  xác su t tiên nghi m, t t c  nh ng gi  thi t đ u có cùng xác su t. Vì v y ằ ố ấ ệ ấ ả ữ ả ế ề ấ ậ
ta có th  thi t l p đi u ki n tiên nghi m nh  sau:ể ế ậ ề ệ ệ ư

def MakeUniformSuite(low, high, steps): 
    hypos = [low + (high-low) * i / (steps-1.0) for i in range(steps)] 
    pmf = Pmf.MakePmfFromList(hypos) 
    return pmf

http://wikipedia.org/wiki/Multiplication#Capital_Pi_notation


Hàm này t o ra và tr  l i m t Pmf bi u th  cho m t t p h p các gi  thi t có liên quan, đ c g i là ạ ả ạ ộ ể ị ộ ậ ợ ả ế ượ ọ
m t ộ b  gi  thi tộ ả ế . M i gi  thi t có cùng xác su t, vì v y phân b  có d ng ỗ ả ế ấ ậ ố ạ đ uề .

Các đ i s  ố ố low và high đ  ch  đ nh kho ng các giá tr ; ể ỉ ị ả ị steps là s  các gi  thi t.ố ả ế

Đ  th c hi n vi c c p nh t, ta l y m t b  các gi  thi t và m t b ng ch ng:ể ự ệ ệ ậ ậ ấ ộ ộ ả ế ộ ằ ứ

def Update(suite, evidence): 
    for hypo in suite.Values(): 
        likelihood = Likelihood(evidence, hypo) 
        suite.Mult(hypo, likelihood) 
    suite.Normalize()

V i m i gi  thi t trong b , ta đem nhân xác su t tiên nghi m v i kh  năng xu t hi n b ng ch ng. ớ ỗ ả ế ộ ấ ệ ớ ả ấ ệ ằ ứ
Sau đó ta chu n hóa b  này.ẩ ộ

Trong hàm này, suite ph i là m t Pmf, nh ng ả ộ ư evidence có th  là m t ki u b t kì, mi n sao ể ộ ể ấ ễ

Likelihood có th  nh n bi t đ c ki u đó.ể ậ ế ượ ể

Sau đây là hàm tính kh  năng:ả

def Likelihood(evidence, hypo): 
    param = hypo 
    likelihood = 1 
    for x in evidence: 
        likelihood *= ExpoPdf(x, param) 

    return likelihood

Trong Likelihood, chúng ta gi  thi t r ng ả ế ằ evidence là m t m u t  phân b  lũy th a r i tính ộ ẫ ừ ố ừ ồ

tích s  đã đ  c p  m c tr c.ố ề ậ ở ụ ướ

ExpoPdf có nhi m v  tính PDF c a phân b  lũy th a t i ệ ụ ủ ố ừ ạ x:

def ExpoPdf(x, param): 
    p = param * math.exp(-param * x) 
    return p

Đem g p t t c  l i, ta đ c đo n mã sau đây đ  t o ra đi u ki n tiên nghi m và tính xác su t h u ộ ấ ả ạ ượ ạ ể ạ ề ệ ệ ấ ậ
nghi m:ệ

evidence = [2.675, 0.198, 1.152, 0.787, 2.717, 4.269] 
prior = MakeUniformSuite(0.5, 1.5, 100) 
posterior = prior.Copy() 
Update(posterior, evidence)

B n có th  t i v  đo n mã trong m c này t  ạ ể ả ề ạ ụ ừ http://thinkstats.com/estimate.py.

Khi tôi nghĩ v  c l ng Bayes, tôi hình dung đ n m t phòng khách ch t kín ng i, trong đó m i ề ướ ượ ế ộ ậ ườ ỗ
ng i có m t ph ng đoán khác nhau v  con s  mà b n hi n đang c l ng. Nh  v y,  ví d  này ườ ộ ỏ ề ố ạ ệ ướ ượ ư ậ ở ụ
m i ng i khách s  d  đoán v  giá tr  đúng c a λ.ỗ ườ ẽ ự ề ị ủ

Ban đ u, m i ng i đ u có m t đ  đo s  t  tin riêng v  gi  thi t c a mình. Sau khi bi t đ c b ng ầ ỗ ườ ề ộ ộ ự ự ề ả ế ủ ế ượ ằ
ch ng, t ng ng i s  c p nh t đ  t  tin này d a trên P(ứ ừ ườ ẽ ậ ậ ộ ự ự E|H), hay kh  năng c a b ng ch ng khi cho ả ủ ằ ứ
tr c gi  thi t c a h .ướ ả ế ủ ọ

http://thinkstats.com/estimate.py


Th ng thì hàm kh  năng có nhi m v  tính m t xác su t, v n l n nh t là b ng 1, vì v y b n đ u ườ ả ệ ụ ộ ấ ố ớ ấ ằ ậ ạ ầ
ni m tin c a m i ng i gi m xu ng (ho c không đ i). Nh ng sau đó ta th c hi n chu n hóa, và ề ủ ọ ườ ả ố ặ ổ ư ự ệ ẩ
đi u này làm tăng ni m tin c a m i ng i lên.ề ề ủ ọ ườ

Vì v y hi u ng t ng c ng là có ng i v ng tin h n, và có ng i gi m đ  tin t ng, tùy theo kh  ậ ệ ứ ổ ộ ườ ữ ơ ườ ả ộ ưở ả
năng t ng đ i c a gi i thuy t mà h  xác l p.ươ ố ủ ả ế ọ ậ

S  li u b  ki m duy tố ệ ị ể ệ

Bài toán sau đây xu t hi n trong Ch ng 3 c a cu n ấ ệ ươ ủ ố Information Theory, Inference and Learning 
Algorithms (David McKay), mà b n có th  t i v  t  ạ ể ả ề ừ

http://www.inference.phy.cam.ac.uk/mackay/itprnn/ps/.

Các h t không b n đ c phát ra t  ngu n và phân rã  m t kho ng cách ạ ề ượ ừ ồ ở ộ ả x, m t s  th c ộ ố ự
có phân b  xác su t lũy th a v i [tham s ] λ. S  phân rã ch  có th  quan sát đ c n u ố ấ ừ ớ ố ự ỉ ể ượ ế
nó x y ra trong m t khung nhìn có ph m vi t  ả ộ ạ ừ x = 1 cm đ n ế x = 20 cm. Ng i ta đã ườ
quan sát đ c ượ n s  phân rã t i các v  trí {ự ạ ị x1, … , xN}. H i λ b ng bao nhiêu?ỏ ằ

Đây là m t ví d  v  bài toán c l ng v i ộ ụ ề ướ ượ ớ s  li u b  ki m duy tố ệ ị ể ệ ; nghĩa là ta bi t r ng có m t ph nế ằ ộ ầ
d  li u b  lo i tr  m t cách có h  th ng.ữ ệ ị ạ ừ ộ ệ ố

M t trong nh ng đi m m nh c a c l ng Bayes là nó có th  khá d  dàng x  lý các s  li u b  ộ ữ ể ạ ủ ướ ượ ể ễ ử ố ệ ị
ki m duy t. Ta có th  dùng ph ng pháp đã bi t  m c tr c, và ch  c n thay đ i m t ch : ta ph i ể ệ ể ươ ế ở ụ ướ ỉ ầ ổ ộ ỗ ả

thay th  ế PDFexpo v i xác su t có đi u ki n:ớ ấ ề ệ

PDFcond(λ,x) = λe-λx / Z(λ)

v i 1ớ  < x < 20, và 0 v i tr ng h p còn l i, trong đóớ ườ ợ ạ

Z(λ) = ∫1
20λe-λxdx = e-λ – e-20λ

B n có th  nh  l i Z(λ) t  Bài t p [expo_pdf]. Tôi có nh c b n r ng hãy ghi l i m t b n giá tr  đ  cóạ ẻ ớ ạ ừ ậ ắ ạ ằ ạ ộ ả ị ể
lúc c n dùng đ n.ầ ế

Hãy t i v  ả ề http://thinkstats.com/estimate.py, trong đó có ch a mã l nh ứ ệ
t  m c tr c, và l u t i m t b n sao có tên ừ ụ ướ ư ạ ộ ả decay.py.

S a l i ử ạ decay.py đ  tính đ c phân b  h u nghi m c a λể ượ ố ậ ệ ủ  đ i v i m u ố ớ ẫ x = {1.5, 2, 3, 
4, 5, 12}. Còn v  xác su t tiên nghi m, b n có th  dùng d ng phân b  đ u gi a 0 và 1,5 ề ấ ệ ạ ể ạ ố ề ữ
(không k  đ n 0).ể ế

B n có th  t i v  m t l i gi i cho bài toán này t  ạ ể ả ề ộ ờ ả ừ
http://thinkstats.com/decay.py.

Vào năm 2008 cu c tranh c  Minnesota Senate k t thúc v i s  phi u 1.212.629 ng h  ộ ử ế ớ ố ế ủ ộ
cho Al Franken và 1.212.317 cho Norm Coleman. Franken đã đ c công nh n th ng c ,ượ ậ ắ ử
nh ng tác gi  Charles Seife đã ch  ra trong ư ả ỉ Proofiness, r ng ranh gi i trong vi c quy t ằ ớ ệ ế
đ nh th ng c  quá nh  so v i ranh gi i sai s  trong quá trình ki m phi u, vì v y k t qu  ị ắ ử ỏ ớ ớ ố ể ế ậ ế ả
nên đ c coi nh  b t phân th ng b i.ượ ư ấ ắ ạ

http://thinkstats.com/decay.py
http://thinkstats.com/estimate.py
http://www.inference.phy.cam.ac.uk/mackay/itprnn/ps/


Gi  s  r ng có kh  năng là m t lá phi u b t kì b  th t l c và kh  năng cho lá phi u b  ả ử ằ ả ộ ế ấ ị ấ ạ ả ế ị
đ m trùng 2 l n thì xác su t đ  Coleman m i th t là ng i chi m đa s  phi u s  b ng ế ầ ấ ể ớ ậ ườ ế ố ế ẽ ằ
bao nhiêu?

G i ý: b n ph i đi n thêm các chi ti t vào m i mô ph ng đ c quá trình sai s .ợ ạ ả ề ế ớ ỏ ượ ố

Bài toán t u h aầ ỏ

Bài toán t u h a là lo i bài toán c l ng kinh đi n, mà cũng đ c bi t đ n v i tên g i “bài toán ầ ỏ ạ ướ ượ ể ượ ế ế ớ ọ
xe tăng Đ c”. Đây là đ  bài xu t hi n trong cu n sách c a Mosteller, ứ ề ấ ệ ố ủ Fifty Challenging Problems in
Probability:

“M t tuy n đ ng s t có các đ u tàu đ c đánh s  t  1..N. M t ngày kia b n th y đ u ộ ế ườ ắ ầ ượ ố ừ ộ ạ ấ ầ
tàu có đánh s  60. Hãy c tính xem có bao nhiêu tàu trên tuy n đ ng.”ố ướ ế ườ

Tr c khi đ c ph n còn l i c a m c này, b n hãy th  tr  l i các câu h i sau:ướ ọ ầ ạ ủ ụ ạ ử ả ờ ỏ

1. V i m t c l ng cho tr c, ớ ộ ướ ượ ướ , thì kh  năng c a ch ng c , P(ả ủ ứ ứ E| ), s  b ng bao nhiêu? Giá ẽ ằ
tr  c l ng kh  năng cao nh t b ng bao nhiêu? ị ướ ượ ả ấ ằ

2. N u ta nhìn th y con tàu đánh s  ế ấ ố i thì có v  h p lý đ  d  đoán con s  b ng b i s  c a ẻ ợ ể ự ố ằ ộ ố ủ i vì 
v y hãy gi  s  r ngậ ả ử ằ   = a i. Giá tr  nào c a ị ủ a s  làm gi m thi u sai s  quân ph ng? ẽ ả ể ố ươ

3. V n v i gi  thi t r ngẫ ớ ả ế ằ   = a i, b n có th  tìm đ c m t giá tr  c a ạ ể ượ ộ ị ủ a đ  cho ể  là 
m t c l ng không ch ch? ộ ướ ượ ệ

4. V i giá tr  nào c a N thì 60 s  là giá tr  trung bình? ớ ị ủ ẽ ị
5. Phân b  h u nghi m tính theo ph ng pháp Bayes s  b ng bao nhiêu, n u gi  s  r ng phân ố ậ ệ ươ ẽ ằ ế ả ử ằ

b  tiên nghi m là đ u trong kho ng t  1 đ n 200? ố ệ ề ả ừ ế

T t nh t là b n dành chút th i gian c  g ng gi i đáp các câu h i trên tr c khi đ c ti p.ố ấ ạ ờ ố ắ ả ỏ ướ ọ ế

V i m t phân b  cho tr c, ớ ộ ố ướ , kh  năng th y đ c tàu th  ả ấ ượ ứ i là 1/  n uế  , và b ng 0 trong ằ
tr ng h p còn l i. Vì v y c l ng kh  năng cao nh t (MLE) b ngườ ợ ạ ậ ướ ượ ả ấ ằ   = i. Nói cách khác, n u b n ế ạ
th y tàu s  60 và mu n làm t i đa kh  năng đoán trúng thì b n nên đoán r ng có 60 con tàu.ấ ố ố ố ả ạ ằ

Nh ng c l ng này không đ c t t l m n u xét v  sai s  quân ph ng (MSE). Ta có th  làm t t ư ướ ượ ượ ố ắ ế ề ố ươ ể ố
h n b ng cách ch nơ ằ ọ   = ai; t t c  nh ng gì c n làm là tìm m t giá tr  t t cho ấ ả ữ ầ ộ ị ố a.

Gi  s  r ng trên th c t  có ả ử ằ ự ế n tàu. M i l n ch i trò d  đoán này, ta nhìn th y tàu s  ỗ ầ ơ ự ấ ố i và đoán ai, vì 

v y sai s  quân ph ng là (ậ ố ươ ai – n)2.

N u ta ch i ế ơ n l n và m i l n nhìn th y m t đoàn tàu thì sai s  quân ph ng b ngầ ỗ ầ ấ ộ ố ươ ằ

MSE = 1/N ∑i=1
N(ai – N)2

Đ  gi m thi u MSE, ta c n l y đ o hàm theo ể ả ể ầ ấ ạ a:

dMSE/da = 1/N ∑i=1
N2i(ai – N)=0

Và gi i ra ả a.

a = 3N/(2N + 1)



Tho t nhìn, đi u này d ng nh  không có ích gì, vì ạ ề ườ ư n xu t hi n  v  ph i, t c là ta c n ph i bi t ấ ệ ở ế ả ứ ầ ả ế
n m i ch n đ c ớ ọ ượ a, mà đã bi t ế n thì ngay t  đ u ta đã ch ng c l ng làm gì.ừ ầ ẳ ướ ượ

Tuy nhiên, v i các giá tr  ớ ị n l n thì giá tr  t i u c a ớ ị ố ư ủ a h i t  v  3/2, vì v y ta có th  ch n ộ ụ ề ậ ể ọ  = 3i/2.

Đ  tìm m t c l ng không ch ch, ta có th  tính ra sai s  trung bình (ME, mean error):ể ộ ướ ượ ệ ể ố

ME = 1/N ∑i=1
N(ai – N)

Và tìm giá tr  c a ị ủ a sao cho ME = 0, v n b ngố ằ

a = 2N/(N – 1)

V i các giá tr  ớ ị n l n, ớ a h i t  v  2, vì v y ta có th  ch nộ ụ ề ậ ể ọ   = 2i.

Đ n đây ta đã phát sinh đ c ba c l ng, ế ượ ướ ượ i, 3i/2, và 2i, v i các đ c tính l n l t là làm t i đa kh  ớ ặ ầ ượ ố ả
năng, làm t i thi u sai s  quân ph ng, và không ch ch.ố ể ố ươ ệ

Song còn m t cách phát sinh c l ng n a là ch n giá tr  đ  làm cho tr  trung bình t ng th  b ng ộ ướ ượ ữ ọ ị ể ị ổ ể ằ
tr  trung bình m u. N u ta th y tàu s  ị ẫ ế ấ ố i, thì tr  trung bình m u chính là ị ẫ i; t ng th  tàu có cùng tr  ổ ể ị

trung bình s  làẽ   = 2i – 1.

Phân b  h u nghi m c a s  tàu h a.ố ậ ệ ủ ố ỏ

Cu i cùng, đ  tìm phân b  h u nghi m Bayes, ta đi tínhố ể ố ậ ệ

P(Hn|i) = P(i|Hn) P(Hn) / P(i)

https://quangchien.files.wordpress.com/2012/02/locomotive.png


Trong đó Hn là gi  thi t r ng có ả ế ằ n con tàu, và i là ch ng c : ta đã nhìn th y tàu s  ứ ứ ấ ố i. M t l n n a, ộ ầ ữ

P(i|Hn) b ng 1/ằ n n u ế i < n, và b ng 0 trong tr ng h p còn l i. H ng s  chu n hóa, ằ ườ ợ ạ ằ ố ẩ P(i), chính là 

t ng c a các t  s  trong m i gi  thi t.ổ ủ ử ố ỗ ả ế

N u phân b  tiên nghi m có d ng đ u t  1 đ n 200, ta s  b t đ u v i 200 gi  thi t và tính kh  năng ế ố ệ ạ ề ừ ế ẽ ắ ầ ớ ả ế ả
cho t ng gi  thi t m t. B n có th  t i v  m t cách làm t  ừ ả ế ộ ạ ể ả ề ộ ừ

http://thinkstats.com/locomotive.py. Hình locomotive cho th y k t qu  s  nh  th  ấ ế ả ẽ ư ế

nào.

Kho ng tin c y 90% cho xác su t h u nghi m này là [63; 189], v n v n còn khá r ng. Vi c th y ả ậ ấ ậ ệ ố ẫ ộ ệ ấ
đ c m t con tàu ch a đ  là b ng ch ng m nh đ  ng h  m t gi  thi t b t kì nào (dù r ng nó đã ượ ộ ư ủ ằ ứ ạ ể ủ ộ ộ ả ế ấ ằ
lo i b  m t lo t các gi  thi t có ạ ỏ ộ ạ ả ế n < i).

N u ta kh i đ u v i m t đi u ki n tiên nghi m khác thì xác su t h u nghi m s  khác h n; đi u này ế ở ầ ớ ộ ề ệ ệ ấ ậ ệ ẽ ẳ ề
góp ph n gi i thích t i sao các c l ng khác l i phân tán đ n m c v y.ầ ả ạ ướ ượ ạ ế ứ ậ

M t cách nghĩ v  các c l ng khác nhau là chúng đ c ng m d a theo các đi u ki n tiên nghi m ộ ề ướ ượ ượ ầ ự ề ệ ệ
khác nhau. N u nh  có đ  ch ng c  đ  xóa nhòa các đi u ki n tiên nghi m, thì t t c  các c l ngế ư ủ ứ ứ ể ề ệ ệ ấ ả ướ ượ
s  có xu h ng h i t  l i; còn n u không, nh  trong tr ng h p này, thì ch ng có m t c l ng ẽ ướ ộ ụ ạ ế ư ườ ợ ẳ ộ ướ ượ
nào mang đ  nh ng tính ch t mà ta mong mu n.ủ ữ ấ ố

Hãy khái quát hóa locomotive.py đ  x  lí tr ng h p khi b n nhìn th y nhi u tàu. ể ử ườ ợ ạ ấ ề
B n ch  c n thay đ i vài dòng l nh.ạ ỉ ầ ổ ệ

Th  xem b n có th  tr  l i đ c các câu h i khác trong tr ng h p khi b n nhìn th y ử ạ ể ả ờ ượ ỏ ườ ợ ạ ấ
nhi u tàu. B n có th  xem thêm thông tin v  bài toán này cùng m t s  l i gi i  ề ạ ể ề ộ ố ờ ả ở
http://wikipedia.org/wiki/German_tank_problem.

Glossary

c l ng: ướ ượ
Quá trình suy lu n ra các tham s  c a m t d ng phân b  t  m t m u. ậ ố ủ ộ ạ ố ừ ộ ẫ

c l ng (danh t ): ướ ượ ừ
Đ c tr ng th ng kê đ c dùng đ  c l ng cho m t tham s . ặ ư ố ượ ể ướ ượ ộ ố

sai s  quân ph ng: ố ươ
M t đ  đo cho sai s  c a c l ng. ộ ộ ố ủ ướ ượ

c l ng kh  năng cao nh t: ướ ượ ả ấ
c l ng nh m tính ra đ c c l ng đi m v i kh  năng x y ra l n nh t. Ướ ượ ằ ượ ướ ượ ể ớ ả ả ớ ấ

ch ch: ệ
Xu h ng c a c l ng n m trên ho c d i giá tr  tham s  th c t , sau khi l y trung bình ướ ủ ướ ượ ằ ặ ướ ị ố ự ế ấ
qua các m u đ c l p đi l p l i. ẫ ượ ặ ặ ạ

c l ng đi m: ướ ượ ể
c l ng đ c bi u di n d i d ng m t đi m. Ướ ượ ượ ể ễ ướ ạ ộ ể

kho ng tin c y: ả ậ
c l ng đ c bi u di n d i d ng m t kho ng v i xác su t cho tr c v  vi c s  ch a trongƯớ ượ ượ ể ễ ướ ạ ộ ả ớ ấ ướ ề ệ ẽ ứ

đó giá tr  th c c a tham s . ị ự ủ ố
s  li u b  ki m duy t: ố ệ ị ể ệ

B  s  li u đ c l y m u theo cách h  th ng đ  lo i b t m t ph n s  li u. ộ ố ệ ượ ấ ẫ ệ ố ể ạ ớ ộ ầ ố ệ

http://wikipedia.org/wiki/German_tank_problem
http://thinkstats.com/locomotive.py


1. Xem 
http://wikipedia.org/wiki/Exponential_distribution\#Maximum_li

kelihood. ↩ 

https://quangchien.wordpress.com/2012/02/06/ch8-thinkstats/#fnref1
http://wikipedia.org/wiki/Exponential_distribution%5C#Maximum_likelihood
http://wikipedia.org/wiki/Exponential_distribution%5C#Maximum_likelihood


Ch ng 9: T ngươ ươ     quan
Tr  v  ở ề M c l cụ ụ  cu n sáchố

Đi m chu nể ẩ

Trong ch ng này ta s  xem xét quan h  gi a các bi n. Ch ng h n, ta có th  c m th y r ng chi u ươ ẽ ệ ữ ế ẳ ạ ể ả ấ ằ ề
cao có liên quan đ n cân n ng; nh ng ng i cao thì cũng có khuynh h ng n ng h n. ế ặ ữ ườ ướ ặ ơ T ng quanươ  
đ c dùng đ  mô t  nh ng m i quan h  ki u này.ượ ể ả ữ ố ệ ể

M t th  thách trong vi c đo đ c m i t ng quan là vi c các bi n c n so sánh l i không đ c bi u ộ ử ệ ạ ố ươ ệ ế ầ ạ ượ ể
di n theo cùng đ n v . Ch ng h n, chi u cao có th  tính b ng cm và kh i l ng theo kg. Và ngay cễ ơ ị ẳ ạ ề ể ằ ố ượ ả
khi chúng có cùng đ n v , có th  chúng l i xu t phát t  nh ng d ng phân b  khác nhau.ơ ị ể ạ ấ ừ ữ ạ ố

Có hai gi i pháp th ng dùng đ  gi i quy t các v n đ  nêu trên:ả ườ ể ả ế ấ ề

1. Chuy n đ i t t c  các giá tr  v  ể ổ ấ ả ị ề đi m tiêu chu nể ẩ . Đi u này d n đ n h  s  t ng quan ề ẫ ế ệ ố ươ
Pearson. 

2. Chuy n đ i t t c  các giá tr  v  h ng ph n trăm c a chúng. Đi u này d n đ n h  s  t ng ể ổ ấ ả ị ề ạ ầ ủ ề ẫ ế ệ ố ươ
quan Spearman. 

N u ế X là m t dãy các giá tr , ộ ị Xi, thì ta có th  chuy n đ i v  đi m tiêu chu n b ng cách tr  đi tr  ể ể ổ ề ể ẩ ằ ừ ị

trung bình và chia cho đ  l ch chu n: ộ ệ ẩ zi = (xi – μ) / σ.

T  s  là m t đ  l ch: kho ng cách t  giá tr  đ n tr  trung bình. B ng cách chia cho σ ta đã ử ố ộ ộ ệ ả ừ ị ế ị ằ chu n ẩ
hóa đ  l ch, b i vì các giá tr  c a ộ ệ ở ị ủ Z là không th  nguyên (không có đ n v ) và phân b  c a chúng ứ ơ ị ố ủ
có tr  trung bình b ng 0 và ph ng sai b ng 1.ị ằ ươ ằ

N u ế X tuân theo phân b  chu n, thì ố ẩ Z cũng v y; nh ng n u ậ ư ế X có phân b  l ch ho c bao g m đi m ố ệ ặ ồ ể
bi t l p, thì ệ ậ Z cũng v y. Trong các tr ng h p đó, cách dùng h ng ph n trăm s  v ng h n. N u ậ ườ ợ ạ ầ ẽ ữ ơ ế R là 
các h ng ph n trăm c a các giá tr  t ng ng v i ạ ầ ủ ị ươ ứ ớ X, thì R s  có phân b  đ u t  0 đ n 100, b t k  ẽ ố ề ừ ế ấ ể
d ng phân b  c a ạ ố ủ X là gì.

Hi p ph ng saiệ ươ

Hi p ph ng saiệ ươ  là m t đ  đo c a xu h ng mà hai bi n có thay đ i cùng nhau. N u ta có hai dãy, ộ ộ ủ ướ ế ổ ế
X và Y, thì đ  l ch c a chúng so v i các tr  trung bình s  làộ ệ ủ ớ ị ẽ

dXi = Xi – μX

dYi = Yi – μY

trong đó μX là tr  trung bình c a ị ủ X và μY là tr  trung bình c a ị ủ Y. N u ế X và Y bi n đ i cùng nhau thì ế ổ

các đ  l ch c a chúng có xu h ng cùng d u nhau.ộ ệ ủ ướ ấ

N u ta nhân chúng l i thì tích s  s  d ng n u các đ  l ch có cùng d u và âm n u chúng ng c d u.ế ạ ố ẽ ươ ế ộ ệ ấ ế ượ ấ
Vì v y vi c c ng các tích s  s  cho ta m t đ  đo xu h ng bi n đ i cùng nhau.ậ ệ ộ ố ẽ ộ ộ ướ ế ổ

Hi p ph ng sai là tr  trung bình c a các tích s  này:ệ ươ ị ủ ố

https://quangchien.wordpress.com/2012/02/09/ch9-thinkstats/
https://quangchien.wordpress.com/2012/03/19/think-stats-xac-su%E1%BA%A5t-th%E1%BB%91ng-ke-danh-cho-ng%C6%B0%E1%BB%9Di-l%E1%BA%ADp-trinh#toc


Cov(X,Y) = (1/n)∑dxidyi

trong đó n là đ  dài c a hai dãy s  (chúng ph i có cùng đ  dài).ộ ủ ố ả ộ

Hi p ph ng sai có ích trong m t s  tính toán, nh ng ít khi nó đ c công b  nh  m t đ c tr ng ệ ươ ộ ố ư ượ ố ư ộ ặ ư
th ng kê vì khó di n gi i đ c. M t trong nh ng lí do là vi c đ n v  c a hi p ph ng sai là tích s  ố ễ ả ượ ộ ữ ệ ơ ị ủ ệ ươ ố
các đ n v  c a ơ ị ủ X và Y. Vì v y hi p ph ng sai c a kh i l ng và chi u cao có khi l i mang đ n v  ậ ệ ươ ủ ố ượ ề ạ ơ ị
kilogam-mét, đi u này ch ng có nhi u ý nghĩa.ề ẳ ề

Hãy vi t m t hàm có tên là ế ộ Cov nh n vào hai danh sách r i tính hi p ph ng sai c a ậ ồ ệ ươ ủ
chúng. Đ  ki m tra hàm vi t đ c, hãy tính hi p ph ng sai c a m t danh sách v i ể ể ế ượ ệ ươ ủ ộ ớ
chính nó r i ki m tra đ  kh ng đ nh r ng Cov(ồ ể ể ẳ ị ằ X, X) = Var(X).

B n có th  t i v  m t l i gi i t  ạ ể ả ề ộ ờ ả ừ http://thinkstats.com/correlation.py.

T ng quanươ

M t cách gi i quy t v n đ  này là đem chia các đ  l ch cho σ, t  đó thu đ c đi m tiêu chu n, r i ộ ả ế ấ ề ộ ệ ừ ượ ể ẩ ồ
tính tích s  c a các đi m tiêu chu n này:ố ủ ể ẩ

pi = {(xi – μX)/σX} {(yi – μY)/σY}

Giá tr  trung bình c a các tích này làị ủ

ρ = (1/n)∑pi

Giá tr  này đ c g i là ị ượ ọ h  s  t ng quan Pearsonệ ố ươ  đ t tên theo Karl Pearson, m t “cây đ i th ” ặ ộ ạ ụ
trong ngành th ng kê h c. Giá tr  có th  d  dàng tính toán và di n gi i. Vì các đi m chu n không cóố ọ ị ể ễ ễ ả ể ẩ
th  nguyên nên ρ cũng v y.ứ ậ

Ngoài ra, k t qu  tìm đ c ph i n m trong kho ng t  –1 đ n +1. Đ  hi u đ c nguyên nhân, ta c n ế ả ượ ả ằ ả ừ ế ể ể ượ ầ

vi t l i ρ b ng cách phân tích thành các th a s  σế ạ ằ ừ ố X và σY:

ρ = {Cov(X,Y)} / {σXσY}

Di n gi i d i d ng các đ  l ch, ta cóễ ả ướ ạ ộ ệ

ρ = {∑dxidyx} / {∑dxi∑dyi}

Sau đó theo b t đ ng th c Cô-si – Svac (Cauchy-Schwarz) kinh đi nấ ẳ ứ ể 1, có th  cho th y ρể ấ 2 ≤  1, do    
v y –1 ≤  ρ ≤  1.ậ        

Đ  l n c a ρ cho th y đ  m nh c a t ng quan. N u ρ = 1 thì các bi n s  có t ng quan hoàn h o, ộ ớ ủ ấ ộ ạ ủ ươ ế ế ố ươ ả
nghĩa là n u b n đã bi t m t bi n thì b n s  đoán đúng đ c bi n còn l i. Cũng v y n u ρ = –1. Nó ế ạ ế ộ ế ạ ẽ ượ ế ạ ậ ế
có nghĩa r ng n u các bi n có t ng quan âm, nh ng đ  ph c v  cho m c đích d  đoán, thì t ng ằ ế ế ươ ư ể ụ ụ ụ ự ươ
quan âm cũng có ích nh  t ng quan d ng.ư ươ ươ

Trên th c t  h u h t các t ng quan đ u không hoàn h o, nh ng v n r t có ích. Ch ng h n, n u b n ự ế ầ ế ươ ề ả ư ẫ ấ ẳ ạ ế ạ
bi t cân n ng c a m t ng i thì b n có th  đoán đ c chi u cao c a ng i đó. B n có th  không ế ặ ủ ộ ườ ạ ể ượ ề ủ ườ ạ ể
đoán đúng, nh ng v n còn t t h n trong tr ng h p b n đoán không d a vào s  chi u cao. S  ư ẫ ố ơ ườ ợ ạ ự ố ề ố
t ng quan Pearson là m t đ  đo s  t t h n này.ươ ộ ộ ự ố ơ

https://quangchien.wordpress.com/2012/02/09/ch9-thinkstats/#fn1
http://thinkstats.com/correlation.py


Vì v y n u ρ = 0, li u đi u này có nghĩa r ng không có quan h  gi a các bi n này không? Không ậ ế ệ ề ằ ệ ữ ế
may là đi u này không đúng. T ng quan Pearson ch  đo các quan h  ề ươ ỉ ệ tuy n tínhế . N u t n t i m t ế ồ ạ ộ
quan h  phi tuy n thì ρ s  xem nh  m c đ  ph  thu c gi a hai bi n.ệ ế ẽ ẹ ứ ộ ụ ộ ữ ế

Ví d  v  các b  s  li u v i m t lo t các t ng quan. [corr_examplesụ ề ộ ố ệ ớ ộ ạ ươ

Hình trên đ c l y t  ượ ấ ừ

http://wikipedia.org/wiki/Correlation_and_dependence. Nó cho th y các bi uấ ể

đ  đi m ch m và h  s  t ng quan c a m t vài b  s  li u đ c thi t k  riêng.ồ ể ấ ệ ố ươ ủ ộ ộ ố ệ ượ ế ế

Các bi u đ  trên hàng đ u cho th y quan h  tuy n tính v i m t lo t các s  t ng quan; b n có th  ể ồ ầ ấ ệ ế ớ ộ ạ ự ươ ạ ể
d a trên hàng này đ  hình dung đ c xem ρ b ng bao nhiêu. Hàng th  hai bi u th  các t ng quan ự ể ượ ằ ứ ể ị ươ
hoàn h o v i m t lo t các đ  d c, cũng cho th y r ng t ng quan thì không có can h  gì đ n đ  d cả ớ ộ ạ ộ ố ấ ằ ươ ệ ế ộ ố
(ta s  s m nói v  cách c tính đ  d c). Hàng th  ba cho th y các bi n rõ ràng là có quan h  v i ẽ ớ ề ướ ộ ố ứ ấ ế ệ ớ
nhau, nh ng vì m i quan h  có tính phi tuy n, nên h  s  t ng quan b ng 0.ư ố ệ ế ệ ố ươ ằ

Ý nghĩa c a câu chuy n này là b n luôn nên nhìn vào m t bi u đ  đi m ch m các đi m s  li u ủ ệ ạ ộ ể ồ ể ấ ể ố ệ
tr c khi tính toán h  s  t ng quan m t cách mù quáng.ướ ệ ố ươ ộ

Hãy vi t m t hàm có tên ế ộ Corr nh n vào hai bi n và tính t ng quan c a chúng. G i ý: ậ ế ươ ủ ợ
hãy dùng thinkstats.Var và hàm Cov đã vi t  bài t p tr c.ế ở ậ ướ

Đ  th  nghi m hàm v a vi t đ c, hãy dùng nó đ  tính hi p ph ng sai c a m t danh ể ử ệ ừ ế ượ ể ệ ươ ủ ộ
sách đ i v i chính nó và ki m tra r ng Corr(ố ớ ể ằ X, X) b ng 1. B n có th  t i v  m t l i gi i ằ ạ ể ả ề ộ ờ ả
t  ừ http://thinkstats.com/correlation.py.

V  đ  th  đi m ch m b ng pyplotẽ ồ ị ể ấ ằ

http://thinkstats.com/correlation.py
http://wikipedia.org/wiki/Correlation_and_dependence
https://quangchien.files.wordpress.com/2012/02/correlation_examples.png


Đ  th  đi m ch m đ n gi n gi a cân n ng và chi u cao c a nh ng ng i đ c đi u tra ồ ị ể ấ ơ ả ữ ặ ề ủ ữ ườ ượ ề
trong BRFSS. [scatterplot1

https://quangchien.files.wordpress.com/2012/02/scatter1.png
https://quangchien.files.wordpress.com/2012/02/scatter2.png


Đ  th  đi m ch m v i s  li u dao đ ng. [scatterplot2ồ ị ể ấ ớ ố ệ ộ

Đ  th  đi m ch m có đ  đ m nh t v i s  li u dao đ ng. [scatterplot3ồ ị ể ấ ộ ậ ạ ớ ố ệ ộ

https://quangchien.files.wordpress.com/2012/02/scatter3.png
https://quangchien.files.wordpress.com/2012/02/scatter4.png


Đ  th  đi m ch m v i s  li u đ c chia ngăn v  b ng pyplot.hexbin. [scatterplot4ồ ị ể ấ ớ ố ệ ượ ẽ ằ

Cách d  nh t đ  ki m tra quan h  gi a hai bi n là m t bi u đ  đi m ch m, nh ng đ  v  đ p bi u đ  ễ ấ ể ể ệ ữ ế ộ ể ồ ể ấ ư ể ẽ ẹ ể ồ
này thì không ph i luôn d  dàng. Ch ng h n, tôi s  ch m đi m cân n ng theo chi u cao c a nh ng ả ễ ẳ ạ ẽ ấ ể ặ ề ủ ữ

ng i tham gia vào BRFSS (xem M c [phân b  loga chu n]). ườ ụ ố ẩ pyplot cho ta hàm có tên 

scatter đ  v  các đ  th  ki u này:ể ẽ ồ ị ể

import matplotlib.pyplot as pyplot 
pyplot.scatter(heights, weights)

Hình scatterplot1 bi u th  k t qu . Không ng c nhiên là nó trông nh  m t xu h ng t ng quan ể ị ế ả ạ ư ộ ướ ươ
d ng: nh ng ng i cao th ng có xu h ng n ng h n. Nh ng đây không ph i là cách bi u th  s  ươ ữ ườ ườ ướ ặ ơ ư ả ể ị ố
li u t t nh t, vì s  li u đ c g p vào các c t. V n đ  là chi u cao đ c làm tròn đ n s  inch g n ệ ố ấ ố ệ ượ ộ ộ ấ ề ề ượ ế ố ầ
nh t, đ c đ i sang centimet, và sau đó l i đ c làm tròn ti p. Có thông tin đã b  m t đi trong quá ấ ượ ổ ạ ượ ế ị ấ
trình chuy n đ i.ể ổ

Ta không th  l y l i thông tin đã m t, nh ng có th  gi m thi u hi u ng này đ i v i bi u đ  b ng ể ấ ạ ấ ư ể ả ể ệ ứ ố ớ ể ồ ằ
cách làm dao đ ngộ  s  li u, nghĩa là s  thêm vào các nhi u đ ng ng u nhiên đ  cân b ng v i hi u ố ệ ẽ ễ ộ ẫ ể ằ ớ ệ

ng gây ra b i làm tròn. Vì nh ng s  đo này đ c làm tròn đ n inch g n nh t, nên chúng có th  sai ứ ở ữ ố ượ ế ầ ấ ể
l ch t i 0,5 inch hay 1,3 cm. Vì v y tôi đem c ng vào các l ng nhi u đ ng trong kho ng t  –1,3 ệ ớ ậ ộ ượ ễ ộ ả ừ
đ n 1,3:ế

jitter = 1.3 
heights = [h + random.uniform(-jitter, jitter) for h in heights]

Hình scatterplot2 cho th y k t qu . Vi c làm dao đ ng s  li u khi n cho hình dáng m i quan h  tr  ấ ế ả ệ ộ ố ệ ế ố ệ ở
nên rõ h n. Nói chung b n ch  nên làm dao đ ng s  li u đ  ph c v  cho vi c hi n th  và tránh dùng ơ ạ ỉ ộ ố ệ ể ụ ụ ệ ể ị
cách dao đ ng này đ  phân tích tính toán.ộ ể

Ngay c  khi đã dao đ ng thì đó cũng không ph i là cách bi u di n s  li u t t nh t. Còn có nhi u ả ộ ả ể ễ ố ệ ố ấ ề
đi m trùng l p, v n làm n đi các s  li u trong nh ng ph n dày đ c trên hình v  và nh n m nh quá ể ặ ố ẩ ố ệ ữ ầ ặ ẽ ấ ạ
m c các đi m bi t l p.ứ ể ệ ậ

Ta có th  gi i quy t v n đ  này b ng tham s  ể ả ế ấ ề ằ ố alpha, có tác d ng làm các đi m ch m tr  nên ph n ụ ể ấ ở ầ

nào trong su t:ố

pyplot.scatter(heights, weights, alpha=0.2) 

Hình scatterplot3 bi u di n k t qu . Các đi m s  li u ch ng lên nhau s  trông đ m h n, vì v y đ  ể ễ ế ả ể ố ệ ồ ẽ ậ ơ ậ ộ
đ m nh t s  t  l  v i m t đ . Trong cách v  này ta có th  phát hi n m t hi u ng t n đ ng: m t ậ ạ ẽ ỉ ệ ớ ậ ộ ẽ ể ệ ộ ệ ứ ồ ọ ộ
đ ng n m ngang  m c 90 kg ho c 200 pound. Vì s  li u này đ c d a trên các báo cáo t  giác, ườ ằ ở ứ ặ ố ệ ượ ự ự
con s  tính theo pound nên nhi u kh  năng ta s  hi u chúng đ c làm tròn (có th  là làm tròn ố ề ả ẽ ể ượ ể
xu ng).ố

B ng cách dùng đ  trong s  phù h p v i các b  s  li u c  trung bình, nh ng hình v  này ch  cho ằ ộ ẽ ợ ớ ộ ố ệ ỡ ư ẽ ỉ
th y 1000 đi m s  li u đ u tiên trong BRFSS, trong t ng s  414509.ấ ể ố ệ ầ ổ ố

Đ  x  lý các b  s  li u l n h n, m t cách l a ch n là dùng bi u đ  hexbin, theo đó bi u đ  s  đ c ể ử ộ ố ệ ớ ơ ộ ự ọ ể ồ ể ồ ẽ ượ
chia thành nh ng ngăn l c giác và đ c tô màu căn c  theo s  đi m ch m r i vào trong ph m vi ữ ụ ượ ứ ố ể ấ ơ ạ

t ng ngăn. ừ pyplot có m t hàm tên là ộ hexbin:



pyplot.scatter(heights, weights, cmap=matplotlib.cm.Blues) 

Hình scatterplot4 cho th y k t qu  v i d i màu xanh lam. M t u đi m khi dùng hexbin là nó cho ấ ế ả ớ ả ộ ư ể
th y rõ hình d ng c a m i quan h , và hi u qu  h n khi x  lý các b  s  li u l n. M t nh c đi m làấ ạ ủ ố ệ ệ ả ơ ử ộ ố ệ ớ ộ ượ ể
nó làm bi n đi các đi m bi t l p.ế ể ệ ậ

Ý nghĩa c a câu chuy n này mu n nói là không d  t o ra m t bi u đ  đi m ch m mà không ti m n ủ ệ ố ễ ạ ộ ể ồ ể ấ ề ẩ
s  đánh l c h ng ng i xem. B n có th  t i v  đo n mã phát sinh các bi u đ  này t  ự ạ ướ ườ ạ ể ả ề ạ ể ồ ừ

http://thinkstats.com/brfss_scatter.py.

T ng quan h ng Spearmanươ ạ

T ng quan Pearson phát huy tác d ng khi quan h  gi a các bi n là tuy n tính và các bi n t ng ươ ụ ệ ữ ế ế ế ươ
đ i chu n hóa. Nh ng nó s  không v ng vàng trong tr ng h p có đi m bi t l p.ố ẩ ư ẽ ữ ườ ợ ể ệ ậ

B  t  Anscombe minh h a rõ hi u ng này; nó bao g m b n b  s  li u v i cùng đ  t ng quan. ộ ứ ọ ệ ứ ồ ố ộ ố ệ ớ ộ ươ
M t có t ng quan tuy n tính v i nhi u ng u nhiên, m t là quan h  phi tuy n, m t là quan h  hoàn ộ ươ ế ớ ễ ẫ ộ ệ ế ộ ệ
h o v i m t đi m bi t l p, và m t thì không có quan h  nào ch  tr  m t hi u ng t n đ ng gây ra ả ớ ộ ể ệ ậ ộ ệ ỉ ừ ộ ệ ứ ồ ọ
b i m t đi m bi t l p. B n có th  đ c thêm t i ở ộ ể ệ ậ ạ ể ọ ạ

http://wikipedia.org/wiki/Anscombe's_quartet.

T ng quan h ng Spearman là m t cách làm khác trong đó gi m thi u hi u ng c a các đi m bi t ươ ạ ộ ả ể ệ ứ ủ ể ệ
l p và các phân b  l ch. Đ  tính ra s  đi u ch nh c a Spearman, ta ph i tính ậ ố ệ ể ự ề ỉ ủ ả h ngạ  c a t ng giá tr , ủ ừ ị
v n là th  t  c a nó trong m u đã đ c s p x p. Ch ng h n, trong m u {7, 1, 2, 5}, h ng c a giá tr  ố ứ ự ủ ẫ ượ ắ ế ẳ ạ ẫ ạ ủ ị
5 là 3, vì nó s  xu t hi n  v  trí th  ba khi ta s p x p các ph n t . Sau đó ta tính t ng quan ẽ ấ ệ ở ị ứ ắ ế ầ ử ươ
Pearson cho các h ng này.ạ

M t cách khác v i cách c a Spearman là áp d ng m t phép chuy n đ i đ  khi n cho d  li u tr  nênộ ớ ủ ụ ộ ể ổ ể ế ữ ệ ở
g n nh  đ c chu n hóa, sau đó m i tính t ng quan Pearson cho s  li u đ c chuy n đ i. Ví d , ầ ư ượ ẩ ớ ươ ố ệ ượ ể ổ ụ
n u s  li u có d ng x p x  v i loga-chu n thì b n có th  tính loga c a m i giá tr  r i đi tính t ng ế ố ệ ạ ấ ỉ ớ ẩ ạ ể ủ ỗ ị ồ ươ
quan c a các giá tr  loga đó.ủ ị

Hãy vi t m t hàm nh n vào m t dãy r i tr  l i m t danh sách ch a h ng c a t ng ph n ế ộ ậ ộ ồ ả ạ ộ ứ ạ ủ ừ ầ
t . Ch ng h n, n u dãy là {7, 1, 2, 5}, thì k t qu  s  ph i là {4, 1, 2, 3}.ử ẳ ạ ế ế ả ẽ ả

N u m t giá tr  đ c l p l i nhi u l n thì cách gi i ch t ch  nh t là gán m i giá tr  v i ế ộ ị ượ ặ ạ ề ầ ả ặ ẽ ấ ỗ ị ớ
tr  trung bình gi a các h ng c a chúng. Nh ng n u b n b  qua đi u này và gán th  h ngị ữ ạ ủ ư ế ạ ỏ ề ứ ạ
tùy ý thì sai s  cũng th ng ch  nh  thôi.ố ườ ỉ ỏ

Hãy vi t m t hàm nh n vào hai dãy (v i cùng đ  dài) r i tính t ng quan h ng ế ộ ậ ớ ộ ồ ươ ạ
Spearman. B n có th  t i v  m t l i gi i t  ạ ể ả ề ộ ờ ả ừ
http://thinkstats.com/correlation.py.

Hãy t i v  các file ả ề http://thinkstats.com/brfss.py và 
http://thinkstats.com/brfss_scatter.py. Ch y chúng đ  kh ng đ nh ạ ể ẳ ị
ch c r ng b n đ c đ c s  li u BFRSS và v  đ c các bi u đ  đi m ch m.ắ ằ ạ ọ ượ ố ệ ẽ ượ ể ồ ể ấ

So sánh các bi u đ  ch m v i Hình corr_examples, giá tr  t ng quan Pearson mà b n ể ồ ấ ớ ị ươ ạ
trông đ i là bao nhiêu? Giá tr  nh n đ c là bao nhiêu?ợ ị ậ ượ

http://thinkstats.com/brfss_scatter.py
http://thinkstats.com/brfss.py
http://thinkstats.com/correlation.py
http://wikipedia.org/wiki/Anscombe's_quartet
http://thinkstats.com/brfss_scatter.py


B i vì d ng phân b  c a cân n ng ng i l n thu c lo i loga chu n nên có nh ng đi m ở ạ ố ủ ặ ườ ớ ộ ạ ẩ ữ ể
bi t l p nh h ng đ n t ng quan. Hãy th  ch m đi m loga(cân n ng) theo chi u cao, ệ ậ ả ưở ế ươ ử ấ ể ặ ề
r i tính h  s  t ng quan Pearson cho bi n m i đ c chuy n đ i này.ồ ệ ố ươ ế ớ ượ ể ổ

Sau cùng, hãy tính t ng quan h ng Spearman cho cân n ng và chi u cao. Theo b n thì ươ ạ ặ ề ạ
h  s  nào là đ i di n t t h n cho đ  ch t ch  c a m i quan h ? B n có th  t i v  m t l i ệ ố ạ ệ ố ơ ộ ặ ẽ ủ ố ệ ạ ể ả ề ộ ờ
gi i t  ả ừ http://thinkstats.com/brfss_corr.py.

Phép kh p bình ph ng nh  nh tớ ươ ỏ ấ

H  s  t ng quan cho th y đ  ch t ch  c a m i quan h  cùng v i d u c a nó, nh ng không cho ta ệ ố ươ ấ ộ ặ ẽ ủ ố ệ ớ ấ ủ ư
bi t đ  d c c a đ ng quan h . Có m t vài cách giúp c tính đ  d c: cách thông d ng nh t là ế ộ ố ủ ườ ệ ộ ướ ộ ố ụ ấ
phép kh p bình ph ng nh  nh tớ ươ ỏ ấ . M t “phép kh p tuy n tính” là m t đ ng th ng đ c dùng ộ ớ ế ộ ườ ẳ ượ
v i ý đ nh mô ph ng m i quan h  gi a các bi n. M t phép kh p “bình ph ng nh  nh t” s  làm ớ ị ỏ ố ệ ữ ế ộ ớ ươ ỏ ấ ẽ

c c ti u sai s  quân ph ng (MSE) gi a đ ng th ng và các đi m s  li uự ể ố ươ ữ ườ ẳ ể ố ệ 2.

Ch ng h n chúng ta có m t dãy các đi m, ẳ ạ ộ ể Y, mà ta mu n bi u th  nh  m t hàm c a m t dãy khác, ố ể ị ư ộ ủ ộ
X. N u gi a ế ữ X và Y có m i quan h  tuy n tính rõ r t là đ ng th ng v i giao đi m α v i tr c tung, ố ệ ế ệ ườ ẳ ớ ể ớ ụ

và đ  d c β, thì ta s  trông đ i r ng m i ộ ố ẽ ợ ằ ỗ Yi s  x p x  α + β ẽ ấ ỉ Xi.

Nh ng tr  phi t ng quan là hoàn h o, c đoán này ch  có tính g n đúng. Đ  sai l ch, hay ư ừ ươ ả ướ ỉ ầ ộ ệ s  dố ư, 
s  b ngẽ ằ

ɛi = (α + β Xi) – Yi

S  d  có th  là do các y u t  ng u nhiên nh  sai s  đo đ c, ho c do các nhân t  không ng u nhiên ố ư ể ế ố ẫ ư ố ạ ặ ố ẫ
mà ta ch a bi t. Ch ng h n, n u ta th  đoán cân n ng nh  m t hàm theo chi u cao, thì các y u t  ư ế ẳ ạ ế ử ặ ư ộ ề ế ố
ch a bi t s  có th  bao g m ch  đ  ăn kiêng, luy n t p th  d c, và t ng ng i.ư ế ẽ ể ồ ế ộ ệ ậ ể ụ ạ ườ

N u ta tính sai các tham s  α và β, thì sô d  s  l n h n, vì v y theo tr c giác thì các giá tr  tham s  ế ố ư ẽ ớ ơ ậ ự ị ố
ta c n chính là nh ng giá tr  làm c c ti u nh ng s  d .ầ ữ ị ự ể ữ ố ư

Nh  th ng l , ta có th  làm c c ti u giá tr  tuy t đ i c a các s  d , bình ph ng, ho c l p ph ng ư ườ ệ ể ự ể ị ệ ố ủ ố ư ươ ặ ậ ươ
c a chúng, v.v. Cách thông d ng nh t là làm c c ti u t ng các bình ph ng c a s  dủ ụ ấ ự ể ổ ươ ủ ố ư

minα,β∑ɛi
2

Vì sao? Có ba đi u hay và m t đi u d  trong cách làm nêu trên:ề ộ ề ở

• Cách l y bình ph ng có đ c đi m hi n nhiên là nó coi các s  d  d ng và âm v i vai trò ấ ươ ặ ể ể ố ư ươ ớ

nh  nhau, đây th ng là đi u mà ta mong mu n. ư ườ ề ố
• Bình ph ng đ t thêm tr ng l ng đ i v i các s  d  l n, nh ng không n ng quá khi n cho ươ ặ ọ ượ ố ớ ố ư ớ ư ặ ế

s  d  l n nh t luôn áp đ o. ố ư ớ ấ ả
• N u các s  d  đ u đ c l p đ i v i ế ố ư ề ộ ậ ố ớ X, ng u nhiên, và tuân theo phân b  chu n v i μ = 0 và σ ẫ ố ẩ ớ

là h ng s  (nh ng ch a bi t), thì cách kh p bình ph ng cũng là c l ng kh  năng cao ằ ố ư ư ế ớ ươ ướ ượ ả

nh t c a α và β.ấ ủ 3 

• Các giá tr  ị  và  làm c c ti u các s  d  bình ph ng có th  đ c tính ra m t ự ể ố ư ươ ể ượ ộ

cách hi u qu . ệ ả

https://quangchien.wordpress.com/2012/02/09/ch9-thinkstats/#fn3
https://quangchien.wordpress.com/2012/02/09/ch9-thinkstats/#fn2
http://thinkstats.com/brfss_corr.py


Chính đ c đi m cu i s  có ý nghĩa khi hi u năng tính toán quan tr ng h n là ch n đ c ph ng ặ ể ố ẽ ệ ọ ơ ọ ượ ươ
pháp phù h p v i bài toán hi n t i. Đ n nay, đi u này không còn đúng n a, vì v y mà ta cũng c n ợ ớ ệ ạ ế ề ữ ậ ầ
ph i xét xem li u r ng các s  d  bình ph ng có ph i là đ i l ng đúng c n đ c gi m thi u hay ả ệ ằ ố ư ươ ả ạ ượ ầ ượ ả ể
không.

Ch ng h n, n u b n dùng các giá tr  c a ẳ ạ ế ạ ị ủ X đ  d  đoán các giá tr  c a ể ự ị ủ Y, vi c đoán quá cao có th  s  ệ ể ẽ
t t h n (ho c d  h n) so v i c đoán quá th p. Trong tr ng h p này, b n có th  mu n tính m t ố ơ ặ ở ơ ớ ướ ấ ườ ợ ạ ể ố ộ

hàm giá thành nào đó, cost(ɛi), r i làm c c ti u giá thành.ồ ự ể

Tuy nhiên, vi c tính kh p bình ph ng nh  nh t thì r t nhanh, d  dàng, và th ng là đ  đáp ng ệ ớ ươ ỏ ấ ấ ễ ườ ủ ứ
yêu c u; và sau đây là cách tính:ầ

1. Tính các trung bình m u, ẫ  và , ph ng sai c a ươ ủ X, và hi p ph ng sai ệ ươ
c a ủ X và Y. 

2. Đ  d c c a c l ng làộ ố ủ ướ ượ  = {Cov(X,Y)} / {Var(X)} 

3. Và giao đi m v i tr c tung làể ớ ụ

Đ  th y đ c cách bi n đ i đ  thu đ c các công th c trên, b n có th  xem ể ấ ượ ế ổ ể ượ ứ ạ ể
http://wikipedia.org/wiki/Numerical_methods_for_linear_least_squar

es.

Hãy vi t m t hàm có tên ế ộ LeastSquares nh n vào ậ X và Y r i tính ồ  và . 
B n có th  t i v  m t l i gi i t  ạ ể ả ề ộ ờ ả ừ http://thinkstats.com/correlation.py.

L i dùng s  li u c a BRFSS đ  tính kh p bình ph ng nh  nh t cho log(cân n ng) theo ạ ố ệ ủ ể ớ ươ ỏ ấ ặ
chi u cao. B n có th  t i v  m t l i gi i t  ề ạ ể ả ề ộ ờ ả ừ
http://thinkstats.com/brfss_corr.py.

S  phân b  c a t c đ  gió t i m t đ a đi m quy t đ nh m t đ  công su t gió, v n là m t ự ố ủ ố ộ ạ ộ ị ể ế ị ậ ộ ấ ố ộ
gi i h n trên cho công su t trung bình mà tua-bin gió phát huy đ c n u đ t  đ a đi m ớ ạ ấ ượ ế ặ ở ị ể
này. D a theo m t s  ngu n tài li u, phân b  t c đ  gió đo đ c có th  mô ph ng r t ự ộ ố ồ ệ ố ố ộ ượ ể ỏ ấ
phù h p b ng m t phân b  Weibull (xem ợ ằ ộ ố
http://wikipedia.org/wiki/Wind_power#Distribution_of_wind_s
peed).

Đ  c l ng đ c xem li u m t đ a đi m có th  thích h p đ  đ t tua-bin gió hay ể ướ ượ ượ ệ ộ ị ể ể ợ ể ặ
không, b n có th  l p m t tr m đo t c đ  gió trong m t kho ng th i gian. Nh ng s  r t ạ ể ậ ộ ạ ố ộ ộ ả ờ ư ẽ ấ
khó đ  đo đ c chính xác ph n đuôi c a d i phân b  t c đ  gió, vì theo đ nh nghĩa, ể ượ ầ ủ ả ố ố ộ ị
nh ng bi n c  ng v i ph n đuôi này không m y khi x y ra.ữ ế ố ứ ớ ầ ấ ả

M t cách gi i quy t v n đ  này là dùng các s  li u th c đo đ  c l ng các tham s  ộ ả ế ấ ề ố ệ ự ể ướ ượ ố
c a m t phân b  Weibull, r i l y tích phân trên PDF liên t c đ  tính m t đ  công su t ủ ộ ố ồ ấ ụ ể ậ ộ ấ
gió.

Đ  c tính các tham s  c a phân b  Weibull, ta có th  dùng phép chuy n đ i t  Bài t pể ướ ố ủ ố ể ể ổ ừ ậ
weibull r i dùng m t phép kh p tuy n tính đ  tìm ra đ  d c và tung đ  giao đi m c a sồ ộ ớ ế ể ộ ố ộ ể ủ ố
li u đ c chuy n đ i.ệ ượ ể ổ

http://wikipedia.org/wiki/Wind_power#Distribution_of_wind_speed
http://wikipedia.org/wiki/Wind_power#Distribution_of_wind_speed
http://thinkstats.com/brfss_corr.py
http://thinkstats.com/correlation.py
http://wikipedia.org/wiki/Numerical_methods_for_linear_least_squares
http://wikipedia.org/wiki/Numerical_methods_for_linear_least_squares


Hãy vi t m t hàm nh n vào m t m u t  phân b  Weibull r i c l ng các tham s .ế ộ ậ ộ ẫ ừ ố ồ ướ ượ ố

Sau đó, vi t m t hàm nh n vào các tham s  c a m t phân b  Weibull cho t c đ  gió r i ế ộ ậ ố ủ ộ ố ố ộ ồ
tính m t đ  công su t gió trung bình (b n có th  ph i tìm đ c thêm tài li u đ  làm đ c ậ ộ ấ ạ ể ả ọ ệ ể ượ
ph n này).ầ

Đ  phù h p c a phép kh pộ ợ ủ ớ

Sau khi đã kh p m t mô hình tuy n tính cho s  li u, ta có th  mu n bi t xem nó t t bao nhiêu. Đi uớ ộ ế ố ệ ể ố ế ố ề
này còn tùy vào m c tiêu c a b n thân vi c kh p. M t cách đánh giá mô hình là n m  kh  năng dụ ủ ả ệ ớ ộ ằ ở ả ự
báo c a nó.ủ

Xét v  m t d  đoán thì đ i l ng mà ta đang c  g ng đoán đ c g i là ề ặ ự ạ ượ ố ắ ượ ọ bi n ph  thu cế ụ ộ  và đ i l ngạ ượ
mà ta dùng đ  d  đoán đ c g i là ể ự ượ ọ bi n đ c l pế ộ ậ .

Đ  đo đ c kh  năng d  báo c a m t mô hình, ta có th  tính ể ạ ả ự ủ ộ ể h  s  xác đ nhệ ố ị , th ng đ c bi t đ n ườ ượ ế ế
v i tên g i “R-bình ph ng”:ớ ọ ươ

R2 = 1 – {Var( )} / {Var(ɛ Y)}

Đ  hi u đ c ể ể ượ R2 nghĩa là gì, hãy (m t l n n a) gi  s  r ng b n đang th  đoán cân n ng c a m t ai ộ ầ ữ ả ử ằ ạ ử ặ ủ ộ

đó. N u b n không bi t gì v  h  thì cách t t nh t có th  s  là đoán ế ạ ế ề ọ ố ấ ể ẽ ; trong tr ng h p ườ ợ
này sai s  quân ph ng c a con s  mà b n d  đoán s  là Var(ố ươ ủ ố ạ ự ẽ Y):

MSE = (1/n)∑(  – yi)
2 = Var(Y)

Nh ng n u tôi b o cho b n bi t chi u cao c a h , b n s  có th  đoán ư ế ả ạ ế ề ủ ọ ạ ẽ ể  +  Xi; trong 

tr ng h p đó sai s  quân ph ng s  là Var( ).ườ ợ ố ươ ẽ ɛ

MSE = (1/n)∑(  +  xi – yi)
2 = Var( )ɛ

Vì v y đ i l ng Var( )/Var(ậ ạ ượ ɛ Y), t  s  gi a các sai s  quân ph ng khi có và không có bi n đ c l p, ỉ ố ữ ố ươ ế ộ ậ

v n là t  l  c a s  bi n đ i mà mô hình v n còn b  ng . Ph n bù c a đ i l ng đó, ố ỉ ệ ủ ự ế ổ ẫ ỏ ỏ ầ ủ ạ ượ R2, là t  l  c a sỉ ệ ủ ự
bi n đ i đ c mô hình gi i thích.ế ổ ượ ả

N u m t mô hình có ế ộ R2 = 0,64, b n có th  nói r ng mô hình gi i thích đ c 64% s  bi n đ i, hay ạ ể ằ ả ượ ự ế ổ
có l  chính xác h n là nó làm gi m sai s  quân ph ng c a các con s  d  đoán đi 64%.ẽ ơ ả ố ươ ủ ố ự

Trong tr ng h p mô hình bình ph ng nh  nh t tuy n tính, hóa ra là có m t m i quan h  đ n gi n ườ ợ ươ ỏ ấ ế ộ ố ệ ơ ả
gi a h  s  xác đ nh và h  s  t ng quan Pearson, ρ:ữ ệ ố ị ệ ố ươ

R2 = ρ2

Xem http://wikipedia.org/wiki/Howzzat!

http://wikipedia.org/wiki/Howzzat


Thang đo trí thông minh ng i l n Wechsler (Wechsler Adult Intelligence Scale, WAIS)ườ ớ
đ c dùng đ  cho đi m trí thông minh; các đi m đ c b  trí sao cho tr  trung bình và đượ ể ể ể ượ ố ị ộ
l ch chu n c a dân s  nói chung s  là 100 và 15.ệ ẩ ủ ố ẽ

Gi  s  b n mu n d  đoán đi m WAIS c a ai đó d a trên đi m thi SAT c a h . Căn c  ả ử ạ ố ự ể ủ ự ể ủ ọ ứ
vào m t k t qu  nghiên c u, có m t t ng quan v i h  s  Pearson b ng 0,72 gi a đi m ộ ế ả ứ ộ ươ ớ ệ ố ằ ữ ể
thi SAT và đi m WAIS.ể

N u b n áp d ng công th c d  báo cho m t m u l n thì b n s  trông đ i giá tr  sai s  ế ạ ụ ứ ự ộ ẫ ớ ạ ẽ ợ ị ố
quân ph ng (MSE) c a vi c d  báo này b ng bao nhiêu?ươ ủ ệ ự ằ

G i ý: MSE s  b ng bao nhiêu n u b n luôn luôn đoán s  100?ợ ẽ ằ ế ạ ố

Hãy vi t m t hàm có tên ế ộ Residuals nh n vào ậ X, Y,  và  r i tr  l i m t ồ ả ạ ộ
danh sách ch a ứ ɛ2.

Hãy vi t m t hàm có tên ế ộ CoefDetermination nh n vào các ậ ɛi và Y r i tr  l i ồ ả ạ R2. 

Đ  ki m tra các hàm v a vi t, hãy cho th y ể ể ừ ế ấ R2 = ρ2. B n có th  t i v  m t l i gi i t  ạ ể ả ề ộ ờ ả ừ
http://thinkstats.com/correlation.py.

Hãy dùng s  li u v  chi u cao và cân n ng c a BRFSS (m t l n n a), tính ố ệ ề ề ặ ủ ộ ầ ữ

,  và R2. N u b n mu n đoán cân n ng c a ai đó, thì vi c bi t tr c cân n ng c a h  sế ạ ố ặ ủ ệ ế ướ ặ ủ ọ ẽ
giúp b n thêm bao nhiêu? B n có th  t i v  m t l i gi i t  ạ ạ ể ả ề ộ ờ ả ừ
http://thinkstats.com/brfss_corr.py.

T ng quan và nhân-quươ ả

Truy n tranh trào phúng trên m ng, ệ ạ xkcd, cho ta th y s  khó khăn khi suy di n lu t nhân-qu :ấ ự ễ ậ ả

L y t  xkcd.com, v  b i Randall Munroe.ấ ừ ẽ ở

Nhìn chung, m i quan h  gi a hai bi n không cho b n bi t m t s  vi c này gây ra s  vi c kia, ho c ố ệ ữ ế ạ ế ộ ự ệ ự ệ ặ
ng c l i, ho c c  hai phía, ho c li u chúng đ ng th i đ c gây ra b i m t đi u khác.ượ ạ ặ ả ặ ệ ồ ờ ượ ở ộ ề

Quy lu t này có th  đ c tóm t t l i b i câu nói “T ng quan không đ ng nghĩa v i quan h  nhân-ậ ể ượ ắ ạ ở ươ ồ ớ ệ
qu ,” cô đ ng đ n n i có có riêng m t trang Wikipedia: ả ọ ế ỗ ộ

http://wikipedia.org/wiki/Correlation_does_not_imply_causation.

http://wikipedia.org/wiki/Correlation_does_not_imply_causation
http://thinkstats.com/brfss_corr.py
http://thinkstats.com/correlation.py
https://quangchien.files.wordpress.com/2012/02/correlation.png


V y thì b n có th  làm gì đ  ch ng t  đ c s  t n t i c a quan h  nhân-qu ?ậ ạ ể ể ứ ỏ ượ ự ồ ạ ủ ệ ả

1. Dùng th i gian. N u A x y ra tr c B, thì A có th  gây ra B nh ng không th  ng c l i (ít ờ ế ả ướ ể ư ể ượ ạ
nh t là theo hi u bi t hi n t i c a chúng ta v  lu t nhân qu ). Th  t  c a các s  ki n có th  ấ ể ế ệ ạ ủ ề ậ ả ứ ự ủ ự ệ ể
giúp ta suy di n ra h ng c a nhân-qu , nh ng nó không lo i tr  kh  năng m t đi u nào đó ễ ướ ủ ả ư ạ ừ ả ộ ề
khác gây ra c  A và B. ả

2. Dùng s  ng u nhiên. N u b n chia m t t ng th  l n ra thành hai nhóm m t cách ng u nhiên,ự ẫ ế ạ ộ ổ ể ớ ộ ẫ
và tính các tr  trung bình c a h u h t t t c  các bi n, thì b n s  trông đ i r ng s  khác bi t là ị ủ ầ ế ấ ả ế ạ ẽ ợ ằ ự ệ
r t nh . Đây là h  qu  c a Đ nh lý gi i h n trung tâm (vì v y nó cũng ph i tuân theo cùng ấ ỏ ệ ả ủ ị ớ ạ ậ ả
các yêu c u).N u hai nhóm g n nh  t ng đ ng v  t t c  các bi n nh ng ch  tr  m t bi n thìầ ế ầ ư ươ ồ ề ấ ả ế ư ỉ ừ ộ ế
b n có th  lo i tr  các quan h  ng y t o.Đi u này có tác d ng ngay c  khi b n không bi t ạ ể ạ ừ ệ ụ ạ ề ụ ả ạ ế
các bi n có liên quan là gì, nh ng nó s  có tác d ng h n khi b n bi t thông tin đó, vì khi y ế ư ẽ ụ ơ ạ ế ấ
b n có th  ki m tra đ  kh ng đ nh là hai nhóm gi ng h t nhau. ạ ể ể ể ẳ ị ố ệ

Các ý t ng này là c  s  hình thành ưở ơ ở phép th  ng u nhiên có ki m soátử ẫ ể , trong đó ch  th  đ c gánủ ể ượ
ng u nhiên cho hai (ho c nhi u) nhóm; m t nhóm ẫ ặ ề ộ đi u trề ị nh n đ c s  can thi p nh t đ nh, nh  ậ ượ ự ệ ấ ị ư
m t lo i thu c m i, và m t ộ ạ ố ớ ộ nhóm ki m soátể  không nh n đ c can thi p nào, ho c đi u tr  theo m tậ ượ ệ ặ ề ị ộ
cách mà ta bi t tr c đ c nh ng hi u ng.ế ướ ượ ữ ệ ứ

Phép th  ng u nhiên có ki m soát là cách làm tin c y nh t đ  ch ng minh m t quan h  nhân-qu , vàử ẫ ể ậ ấ ể ứ ộ ệ ả
cũng là n n móng cho y thu t d a trên khoa h c (xem ề ậ ự ọ

http://wikipedia.org/wiki/Randomized_controlled_trial).

Không may là nh ng phép th  có ki m soát ch  dùng đ c trong phòng thí nghi m, trong y h c và ữ ử ể ỉ ượ ệ ọ
m t s  ít các lĩnh v  khác. Trong khoa h c xã h i, nh ng thí nghi m có ki m soát là r t hi m, ộ ố ự ọ ộ ữ ệ ể ấ ế
th ng là vì chúng không th  th c hi n đ c ho c phi đ o đ c.ườ ể ự ệ ượ ặ ạ ứ

M t cách làm khác là đi tìm ộ thí nghi m t  nhiênệ ự , trong đó các phép “đi u tr ” khác nhau đ c áp ề ị ượ
d ng cho các nhóm ng i gi ng nhau. M t s  nguy hi m c a thí nghi m t  nhiên là các nhóm có ụ ườ ố ộ ự ể ủ ệ ự
th  khác nhau theo cách không d  nh n ra. B n có th  đ c thêm v  ch  đ  này  ể ễ ậ ạ ể ọ ề ủ ề ở

http://wikipedia.org/wiki/Natural_experiment.

Trong m t s  tr ng h p, ta có th  suy di n quan h  nhân-qu  b ng ộ ố ườ ợ ể ễ ệ ả ằ phân tích h i quyồ . M t phép ộ
kh p bình ph ng nh  nh t tuy n tính là m t d ng đ n gi n c a h i quy trong đó xác đ nh bi n phớ ươ ỏ ấ ế ộ ạ ơ ả ủ ồ ị ế ụ
thu c b ng m t bi n đ c l p. Còn có nh ng kĩ thu t t ng t  áp d ng cho bao nhiêu bi n đ c l p ộ ằ ộ ế ộ ậ ữ ậ ươ ự ụ ế ộ ậ
cũng đ c.ượ

Tôi không đ  c p đ n các kĩ thu t đó  đây, nh ng cũng có nh ng cách đ n gi n đ  ki m soát ề ậ ế ậ ở ư ữ ơ ả ể ể
nh ng m i quan h  ng y t o. Ch ng h n, trong s  li u NSFG, ta th y đ c r ng tr  đ u lòng ữ ố ệ ụ ạ ẳ ạ ố ệ ấ ượ ằ ẻ ầ
th ng có xu h ng nh  h n tr  sinh sau (xem M c [cân n ng tr  s  sinh]). Nh ng cân n ng tr  s  ườ ướ ẹ ơ ẻ ụ ặ ẻ ơ ư ặ ẻ ơ
sinh cũng t ng quan v i tu i c a ng i m , và m  c a bé đ u lòng th ng cũng tr  h n m  c a ươ ớ ổ ủ ườ ẹ ẹ ủ ầ ườ ẻ ơ ẹ ủ
các bé sinh sau.

Vì v y có th  tr  đ u lòng nh  h n vì m  c a chúng tr  h n. Đ  ki m soát hi u ng c a tu i tác, ta ậ ể ẻ ầ ẹ ơ ẹ ủ ẻ ơ ể ể ệ ứ ủ ổ
có th  chia các bà m  theo nh ng nhóm tu i và so sánh cân n ng tr  s  sinh c a các bé đ u lòng và ể ẹ ữ ổ ặ ẻ ơ ủ ầ
sinh sau đ i v i t ng nhóm tu i.ố ớ ừ ổ

N u s  khác bi t gi a các tr  đ u lòng và sinh sau cũng t ng đ ng trong các nhóm tu i khác n hauế ự ệ ữ ẻ ầ ươ ồ ổ
cũng nh  trong pooled data (s  li u t ng h p), thì ta k t lu n r ng khác bi t này không liên quan ư ố ệ ổ ợ ế ậ ằ ệ

http://wikipedia.org/wiki/Natural_experiment
http://wikipedia.org/wiki/Randomized_controlled_trial


đ n tu i tác. N u không có s  khác bi t nào, thì ta k t lu n r ng hi u ng này hoàn toàn là do tu i ế ổ ế ự ệ ế ậ ằ ệ ứ ổ
tác. Ho c, n u khác bi t là nh  h n thì ta có th  đ nh l ng xem bao nhiêu ph n c a hi u ng là do ặ ế ệ ỏ ơ ể ị ượ ầ ủ ệ ứ
tu i tác.ổ

S  li u NSFG bao g m m t bi n có tên ố ệ ồ ộ ế agepreg đ  ghi l i tu i c a bà m  t i th i ể ạ ổ ủ ẹ ạ ờ
đi m sinh bé. Hãy v  bi u đ  đi m ch m cho tu i c a m  và cân n ng c a bé cho các caể ẽ ể ồ ể ấ ổ ủ ẹ ặ ủ
sinh thành công. B n có th  th y m i quan h  nào không?ạ ể ấ ố ệ

Hãy tính cách kh p bình ph ng nh  nh t cho các bi n này. Nh ng đ n vì c a các thamớ ươ ỏ ấ ế ữ ơ ủ

s  đ c c tính, ố ượ ướ  và  là gì? B n có th  tóm t t k t qu  tìm đ c b ng 1 ạ ể ắ ế ả ượ ằ
ho c 2 câu ng n g n đ c không?ặ ắ ọ ượ

Hãy tính tu i trung bình c a m  các đ a tr  đ u lòng và c a m  các đ a tr  sinh sau. ổ ủ ẹ ứ ẻ ầ ủ ẹ ứ ẻ
D a vào hi u s  tu i gi a hai nhóm này, b n s  trông đ i hi u s  gi a cân n ng tr  s  ự ệ ố ổ ữ ạ ẽ ợ ệ ố ữ ặ ẻ ơ
sinh trung bình c a hai nhóm b ng bao nhiêu? M t ph n bao nhiêu c a hi u s  th c s  ủ ằ ộ ầ ủ ệ ố ự ự
gi a cân n ng hai nhóm đ c gi i thích qua hi u s  tu i hai nhóm các bà m ?ữ ặ ượ ả ệ ố ổ ẹ

B n có th  t i v  m t l i gi i c a bài này t  ạ ể ả ề ộ ờ ả ủ ừ
http://thinkstats.com/agemodel.py. N u b n mu n bi t v  h i quy nhi u ế ạ ố ế ề ồ ề
bi n, b n có th  ch y ế ạ ể ạ http://thinkstats.com/age_lm.py, file này gi i thi u ớ ệ
cách dùng gói tính toán th ng kê c a R trong Python. Nh ng đó s  là n i dung c a c  ố ủ ư ẽ ộ ủ ả
m t cu n sách khác.ộ ố

Thu t ngậ ữ

t ng quan: ươ
Vi c mô t  s  ph  thu c gi a các bi n. ệ ả ự ụ ộ ữ ế

chu n hóa: ẩ
Chuy n đ i m t t p h p các giá tr  sao cho t p giá tr  m i có tr  trung bình b ng 0 và ph ng ể ổ ộ ậ ợ ị ậ ị ớ ị ằ ươ
sai b ng 1. ằ

đi m chu n: ể ẩ
Giá tr  sau khi đ c chu n hóa. ị ượ ẩ

hi p ph ng sai: ệ ươ
Đ  đo c a xu h ng bi n đ i cùng nhau gi a hai bi n. ộ ủ ướ ế ổ ữ ế

h ng: ạ
Ch  s  c a m t ph n t  đ ng trong danh sách đã đ c s p x p. ỉ ố ủ ộ ầ ử ứ ượ ắ ế

phép kh p bình ph ng nh  nh t: ớ ươ ỏ ấ
Mô hình cho m t b  s  li u nh m làm c c ti u t ng các bình ph ng c a các s  d . ộ ộ ố ệ ằ ự ể ổ ươ ủ ố ư

s  d : ố ư
Đ  l ch c a m t giá tr  th c t  so v i giá tr  trong mô hình. ộ ệ ủ ộ ị ự ế ớ ị

bi n ph  thu c: ế ụ ộ
Bi n mà ta đang c  g ng d  đoán ho c di n gi i. ế ố ắ ự ặ ễ ả

bi n đ c l p: ế ộ ậ
Bi n mà ta dùng đ  d  đoán m t bi n ph  thu c, còn đ c g i là bi n gi i thích. ế ể ự ộ ế ụ ộ ượ ọ ế ả

h  s  xác đ nh: ệ ố ị
Đ  đo m c phù h p c a m t mô hình tuy n tính. ộ ứ ợ ủ ộ ế

phép th  ng u nhiên có ki m soát: ử ẫ ể
Cách thi t k  thí nghi m theo đó ch  th  đ c ng u nhiên chia thành nhóm, và các nhóm khácế ế ệ ủ ể ượ ẫ
nhau đ c đi u tr  theo cách riêng. ượ ề ị

đi u tr : ề ị
S  thay đ i ho c can thi p áp d ng cho m t nhóm trong phép th  có ki m soát. ự ổ ặ ệ ụ ộ ử ể

http://thinkstats.com/age_lm.py
http://thinkstats.com/agemodel.py


nhóm ki m soát: ể
Nhóm trong phép th  có ki m soát mà không đ c đi u tr , ho c đ c đi u tr  theo cách mà ử ể ượ ề ị ặ ượ ề ị
hi u ng c a nó đã bi t tr c. ệ ứ ủ ế ướ

thí nghi m t  nhiên: ệ ự
Cách thi t k  thí nghi m trong đó t n d ng u đi m c a s  phân chia t  nhiên các ch  th  vàoế ế ệ ậ ụ ư ể ủ ự ự ủ ể
các nhóm theo hình th c ít nh t là g n nh  ng u nhiên. ứ ấ ầ ư ẫ

1. Còn g i là b t đ ng th c Bu-nhia-c p-xki. Xem ọ ấ ẳ ứ ố

http://wikipedia.org/wiki/Cauchy-Schwarz_inequality. ↩ 

2. Xem http://wikipedia.org/wiki/Simple_linear_regression. ↩ 

3. Xem Press và nnk., {Numerical Recipes in C}, Ch ng 15 t i ươ ạ

http://www.nrbook.com/a/bookcpdf/c15-1.pdf. ↩ 

https://quangchien.wordpress.com/2012/02/09/ch9-thinkstats/#fnref3
http://www.nrbook.com/a/bookcpdf/c15-1.pdf
https://quangchien.wordpress.com/2012/02/09/ch9-thinkstats/#fnref2
http://wikipedia.org/wiki/Simple_linear_regression
https://quangchien.wordpress.com/2012/02/09/ch9-thinkstats/#fnref1
http://wikipedia.org/wiki/Cauchy-Schwarz_inequality

